APLIKASI SEMIGRUP OPERATOR LINEAR PADA PENYESELESAIAN
MASALAH CAUCHY ABSTRAK DEGENERATE HOMOGEN

Susilo Hariyanto
Departemen Matematika FSM Universitas Diponegoro Semarang
JI.Prof. H.Soedarto,SH, Tembalang, Semarang
sus2_hariyanto@yahoo.co.id

Abstract. In this article, we will investigate how to apply the linear operator semigroup to solve
the abstract degenerate Cauchy problem. The problem is treated under the assumption that the
Hilbert space of the system can be written as a direct sum of the kernel of M (KerM ) and the
range of adjointM (RanM*). By certain assumptions this problem can be reduced into
nondegenerate Cauchy problem. By assumptions the operator A is a infinitesimal generator, the
canonic problem has a unique solution. And then by using the particular operator, any solution of
nondegenerate problem can be mapped to the solution of degenerate Cauchy problem.

Keywords : infinitesimal generator, abstract degenerate Cauchy problem, abstract nondegenerate
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1. PENDAHULUAN

Diperhatikan masalah Cauchy abstrak
degenerate:
%Mz(t) =Az(t), z(0)=z, (1.1)
Masalah Cauchy abstrak (1.1) dalam kasus
dimensi berhingga telah dibahas secara
lengkap beserta contoh dan aplikasinya
dalam persamaan Dirach oleh Dai, L di
[1]. Dalam kasus dimensi berhingga di [1],
masalah Cauchy dapat diselesaikan dan
dipahami  secara  lengkap, Kkarena
dimungkinkan membawa matriks M dan A
dalam (1.1) secara bersama-sama ke
bentuk  normal  yang mempunyai
penyelesaian tunggal untuk setiap nilai
awal yang diberikan. Sedangkan dalam
kasus dimensi takhingga  diantaranya
dibicarakan oleh Carrol dan Showalter
dalam papernya [2] pada tahun 1976.

Masalah Cauchy pada ruang Banach
juga telah dibahas oleh Favini pada
beberapa papernya. Tahun 1979, Favini di
[3] dengan menggunakan tranformasi
Laplace menyelesaikan masalah Cauchy
abstrak degenerate tipe parabolis di ruang
Banach dalam kasus linear. Di paper [4]
masalah Cauchy degenerate diselesaikan

oleh Favini dengan menggunakan asumsi-
asumsi tertentu, sehingga sistem ruang
Banach dapat dinyatakan dalam jumlah
langsung dari subruang-subruang tertentu.
Syarat suatu sistem terkendali oleh Favini
di [5]. Di [6,7,8], Favini membicarakan
tentang berbagai tipe masalah Cauchy
abstrak parabolis. Pada [9], Favini
membahas  sifat-sifat  istimewa dari
penyelesaian-penyelesaian regular.
Hernandez (2005), pada [10]
menyelesaikan masalah Cauchy abstrak
degenerate orde dua.

Di  paper [3] masalah Cauchy
degenerate diselesaikan oleh  Favini
dengan  menggunakan  asumsi-asumsi
tertentu, sehingga sistem ruang Banach
dapat dinyatakan dalam jumlah langsung
dari subruang-subruang tertentu. Dengan
menggunakan  asumsi-asumsi  tertentu
penyelesaian masalah Cauchy abstrak
degenerate dalam ruang Hilbert melalui
penyelesaian masalah Cauchy abstrak
nondegenerate telah dibahas oleh Thaller
(1996). Dalam pembahasannya [11],
Thaller mengasumsikan operator A dan
operator M masing-masing merupakan
operator linear tertutup yang terdefinisi
dense. Pada [12], Thaller lebih lanjut
membahas aproksimasi dari masalah
Cauchy abstrak degenerate.
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Dengan memperhatikan  konstruksi
dan metode penyelesaian Masalah Cauchy
Abstrak (1.1), serta hasil-hasil penelitian
lain yang mendukung, maka diusulkan
suatu penyelesaian masalah  Cauchy
abstrak degenerate (1.1) sebagai berikut:
%Mz(t) =Az(t), z(0)=z, (1.2)
dengan A dan M merupakan operator linear
tertutup dan terbatas yang terdefinisi
secara dense pada ruang Hilbert H ke
ruang Hilbert W.

2. PEMBAHASAN
2.1 Masalah Cauchy Nondegenerate

Diberikan H dan W masing-masing
merupakan ruang Hilbert atas lapangan
K himpunan bilangan kompleks. Diberikan
operator-operator linear

M:D(M)I H®W dan A:
DA)I H® W.

Diperhatikan ~ masalah Cauchy abstrak

homogen,

%Mz(t) = Az(t),  z(0) =z, (2.1)

dengan operator M tidak harus mempunyai
invers. Masalah Cauchy abstrak disebut
degenerate jika M tidak mempunyai
invers.  Penyelesaian masalah  (2.1)
didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.1 Penyelesaian strict dari
masalah Cauchy abstrak (2.1) adalah
fungsi kontinu z:[0,¥) ® H sehingga
z(t)l D(A) CD(M) untuk semua t3 0, Mz(t)
mempunyai turunan yang kontinu dan
memenuhi Persamaan (2.1).

Berdasarkan definisi  penyelesaian
MCA degenerate homogen pada Definisi
2.1 dapat disimpulkan bahwa setiap z(t)
penyelesaian strict MCA degenerate pasti
memenuhi z(t) | Da untuk semua t3 0,
dengan

Da={z(t)| D(A)|Azt)l RanM }. (2.2)
Oleh karena itu O0f RanM  maka
KerAl D,. Selanjutnya dapat dibuktikan
bahwa himpunan D, 1 D(A)T H

merupakan ruang bagian di ruang Hilbert
H.

2

Teorema 2.2 Himpunan D, merupakan
ruang bagian di dalam ruang Hilbert H.
Dengan  memperhatikan  definisi
penyelesaian MCA degenerate (2.1), maka
dalam menyelesaikan masalah ini dengan
metode faktorisasi diberikan asumsi-
asumsi berdasarkan [11] sebagai berikut:
Asumsi 2.3 Operator A, M tertutup dan
terbatas yang terdefinisi dense.
Asumsi 2.4 Himpunan PDal D(A) dan
(QAP)|PDa mempunyai invers yang
terbatas.
Oleh karena diasumsikan M operator
tertutup, maka Ker M merupakan ruang
bagian tertutup dari H. Selanjutnya, jika
dimisalkan P proyeksi ortogonal pada Ker
M, maka P' =1-P juga merupakan
proyeksi ortogonal pada (Ker M)", yaitu
ruang yang orthogonal terhadap Ker M .
Himpunan  (Ker M)" merupakan
ruang bagian tertutup. Jadi, dapat
dituliskan bahwa

—*
PH=KerM, P'H=(RanM") (2.3)
Dengan demikian ruang Hlibert H
terdekomposisi  dalam ruang bagian

tertutup Ker M dan (Ker M)" . Ruang
Hilbert H dapat dinyatakan sebagali

H=KerM AKerM" =PHAPH. (2.4)
Operator M dari ruang Hilbert H ke ruang
Hilbert W tertutup dan terdefinisi secara
dense, maka M~ merupakan operator dari
W ke H tertutup dan terdefinisi dense. Hal
ini berakibat ruang Hilbert terdekomposisi

menjadi ruang bagian KerM™ dan
(KerM™)". Jadi, dapat dituliskan bahwa
QW= Ker M"dan Q"W= (Ran M) . (2.5)

Untuk selanjutnya misalkan* pula Q
proyeksi ortogonal pada Ker M, akibatnya

Q" =1-Q juga merupakan proyeksi
ortogonal pada (Ker M’)". Dengan
demikian ruang Hilbert W dapat dituliskan

W=KerM™ A (KerM")" =QHAQ'H.
(2.6)
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Lemma 2.5 Dengan Asumsi 2.3 operator
Al merupakan operator tertutup.

Bukti:
Jika {zn} merupakan barisan yang termuat

di D, I D(A) sehingga u=limz, dan
v =lim Az, keduanya ada, maka ul D(A)

dan Au =v. Akan tetapi untuk setiap Az,
termuat di dalam himpunan tertutup
Ran M, sehingga limit v juga termuat di

dalam himpunan RanM Dengan

demikian u anggota D,.m

Selanjutnya untuk mereduksi masalah
(2.1) ke bentuk nondegenerate dilakukan
dengan cara membatasi domain operator M
ke suatu domain yang lebih sempit,
sedemikian hingga operator M  pada
domain tertentu mempunyai invers.
Operator M injektif jika dan hanya jika Ker
M ={0}. Oleh Kkarena itu agar
dimungkinkan mereduksi operator M yang
belum tentu mempunyai invers ke operator
yang mempunyai invers terlebih dahulu
didefinisikan operator pembatasan dari M
pada (Ker M)" CD(M) sebagai berikut:
M= M |5y, dengan D(My) =

(Ker M)" C D(M). (2.7)
Operator M |5y y=Mr mempunyai invers
seperti tertuang di lemma berikut.

Lemma 2.6 Operator My = M |y, , yang

didefinisikan di (2.7) mempunyai invers.
Bukti:

Operator M, mempunyai invers jika dan
hanya jika Ker M, ={Q}. Andaikan ada

2()] D(M;) = (KerM)" C D(M) dengan
z(t)* g sehingga M, z(t)=Q. Hal ini
berakibat

Q =M z(t) = Mz(1),
sehingga z(t) | Ker M. Berdasarkan
kenyataan diatas bahwa z(t)| Ker M dan

z(t)T (KerM)", maka z(t)=Q Dengan
demikian terjadi kontradiksi dengan

z(t)1 Qm

Akibat pembatasan domain operator M ke

himpunan (Ker M)" CD(M), operator A

menjadi Ao dengan definisi sebagai berikut
Aofx(t)} =

AMPT) x®3rcD, 1 TRaNMY, untuk

setiap x(t)| D(Ao), (2.8)

dengan

D(Ao)

:{ x()1 (kerM)" |(PT) " {x@®)3CD, * f}.

Di sini (P7)*{x(t)} merupakan bayangan

invers dari x(t)l (KerM)" terhadap

proyeksi P yaitu

(P™) {x¥={x(®) + (I YO Ker M},
x®)T (KerM)".

Berdasarkan Definisi (2.8), operator
Ao merupakan operator bernilai himpunan
(multi-valued). Oleh karena itu diperlukan
Asumsi 2.4, sehingga operator A, bernilai
tunggal (single-valued).

Menurut Syarat keanggotaan
himpunan D, yang tertera di atas, z(t)] D,
jika dan hanya jika z(t)I D(A) dan
QAz(t) =0. Dengan Asumsi 2.4 , vektor-
vektor Pz(t) dan PTz(t) adalah anggota

D(A). Untuk setiap vektor z(t)I D, dapat
dinyatakan ~ sebagai  z(t) =Pzt)+P'z(t),
sehingga QAPZt)+QAP z(t)=0. Dengan
kata lain, z(t)7 D, jika dan hanya jika

2(t)1 D(A) dan
Pz(t) = - (QAP) "QAP" z(t). Sebagai
akibatnya untuk setiap
x®)T P™D, 1 (KerM)" menyatakan
dengan  tunggal z(t)T D,, sehingga

x()=P T z(t) dan z(t)=(1-(QAP)*QA) x(t).
Jadi jika Asumsi 2.4 dipenuhi, maka
operator Ao bernilai tunggal. Hal ini
dikarenakan himpunan

{(PT)'l{x(t)}Q DA} memuat tepat satu
anggota.

Selanjutnya dengan Asumsi 2.4 dapat
didefinisikan operator Z, yaitu

Z,=P7- (QAP)"QAP’,
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yang terdefinisi pada D(Zx) E P " Da.
Pembatasan operator Z, ke himpunan
P Da dinotasikan dengan z , |+ adalah

1- (QAP'QA pada P' Da. Operator ini
merupakan invers  dari proyeksi
P" |, sehingga berlaku: Z,P" =1 pada

Da dan P7Z, =1 pada P'Da Jadi
operator Ag di persamaan (2.8) dapat
dinyatakan sebagai berikut :

Ao=A Za, pada D(A¢) = P" Da (2.9)
dan untuk setiap z(t) | Da diperoleh :
Aox(t ) = Az(t) dengan X(t) =PTz(t).(2.10)
Operator A, dapat dinyatakan sebagai
komposisi beberapa operator berikut

A, =QTAPT - QTAP(QAP) 'QAPT pada
D(A,). (2.11)

Selanjutnya persamaan (2.11) di atas dapat
dinyatakan  dalam  bentuk  berikut

A, =[Q" - Q"AP(QAP) 'Q]APT =Y, A
dengan operator
Y, =Q" - Q"AP(QAP)'Q.
Oleh karena
Y,AP=[Q" - Q" AP(QAP)'Q]AP =0,
maka akan berlaku:
Y,A=Y,A(P+P")=Y,AP"T  dan
A, =Y,A pada D(A,))=P'D,. (2.12)
Operator A tertutup dan dan terbatas,
maka A mempunyai invers terbatas. Hal ini
ekuivalen dengan operator A injektif
dengan Ran A = W. Hal ini berakibat A|p,
mempunyai invers terbatas yaitu
Alp, :Da ® QW
(A,)': Q"W ® Da.
Dengan demikian operator Ag™ = (A Za) " =
PTA"| Q"W  terbatas dan terdefinisi
pada QTW.
Menurut (2.7) dan (2.10), untuk setiap
z(t)] D, CD(M) MCA degenerate di

persamaan (2.1) dapat direduksi menjadi
MCA nondegenerate sebagai berikut

4

%er(t) =AX({t), x(0)=PTz,(2.14)

dengan M, mempunyai invers. Himpunan
D, CD(M)  dimungkinkan himpunan

kosong, sehingga perlu diberikan asumsi
berikut ini,

2.2 Aplikasi Semigrup Operator Linear
Dalam menyesaikan masalah Cauchy
nondegenerate  dengan  menggunakan
metode faktorisasi disyaratkan bahwa
operator pada ruas kanan merupakan
generator dari suatu semigrup operator
linear. Pengkondisian ini dimaksudkan
agar masalah nondegenerate pada ruang
Hilbert mempunyai penyelesaian tunggal.
Berikut ini diberikan definisi semigrup
operator linear, lemma, dan teorema [13].
Definisi 2.7 Misalkan H ruang Hilbert
dan operator S(t):H® H, untuk semua

tT R,. Semigrup {S(t)} adalah himpunan
operator-operator S(t):H ® H, untuk

semua t1 R, yang memenuhi sifat
I. S(t+s)=S(t)S(s), untuk semuat,si R..

ii. S(0)=1.

Selanjutnya {S(t)} disebut semigrup
kontinu kuat dan disingkat Co-semigrup,
jika lim S(t)x=x, " x1 H,

t® 0"

Pada lemma berikut ini disajikan
tentang sifat dapat diturunkannya fungsi
t® S(t)x, xI H.

Lemma 2.8 Diberikan {S(t)} Co-

semigrup pada ruang Hilbert H dan
x,yI H.  Pernyataan-pernyataan  di
bawah ini ekuivalen

o1 B

I. Itl(gg?(S(t)x-x)—y.

ii. Fungsi dapat diturunkan untuk t > 0

dan %S(t)sz(t)y, untuk semua

t>0.
Lemma di atas menyatakan bahwa
turunan dari kanan fungsi t® S(t)x, di
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t=0 ekuivalen dengan
t ® S(t)x, mempunyai turunan kontinu
pada t > 0.Selanjutnya akan didefinisikan
infinitesimal generator dari suatu semigrup
operator  linear  {S(t)}.  Diberikan
operator A:D(A) I H ® H, dengan

I W y

D(A) ={ % x1 HIhlg(l)?(S(h)x- x) adag.
Definisi 2.9 Infinitesimal generator
A:D(A)I H® H dari

semigrup{S(t) }didefinisikan sebagai:

Ax = Iimw

t® +0 t
dengan x1 D(A) jika dan hanya jika limit
di atas ada.

Tidak setiap operator linear A pada
ruang Hilbert merupakan generator Co-
semigrup. Teorema Hille-Yosida berikut
ini memberikan  karakteristik  suatu
operator linear A merupakan generator Co-
semigrup, Yyaitu operator linear A harus
merupakan  operator linear tertutup,
mempunyai domain dense, spektrum A
termuat di dalam setengah bidang kiri dan

operator  resolven dari A  yaitu
R(/,A) =(/1 - A)'l memenuhi estimasi
R(/, Aff commm—, untuk Re(/)>n
koA Re(/_ (/)

dansuatu J 3 1.

Teorema 2.10 (Teorema Hille-Yosida)
[14] Diberikan
operator A:D(A)I H® H, J:1 dan
konstanta w1 R. Pernyataan-pernyataan
berikut ini ekuivalen

a. Operator A infinitesimal generator

suatu semigrup kontinu kuat.

b. Operator A tertutup, terdefinisi dense,

} J
dan*A /1) ‘lEW ;
untuk  setiap /TS

S={/1 C|Re/ >u}l r(A).
Teorema 2.11 Jika {S(t)} Co-semigrup
pada H dengan infinitesimal generator A,
maka xI D(A) berakibat

a.  S(t)xi D(A), "t2 0.

dengan

b. S(t)x dapat diturunkan dan

turunannya kontinu untuk t 2 0,
dengan

%S(t)x =AS(t)x =S(t)Ax, "t3 0.

Operator M terbatas, akibatnya M,
terbatas dan terdefinisi pada P'H.Karena
M, mempunyai invers, maka operator
(M,)* ada dan terbatas. Selanjutnya
didefinisikan operato

A= (M)A, (2.13)
pada domain alamiah:
D(A) ={x1 P™D, | A,x] RanM}= A;'Ran M.

Berdasarkan (2.13), MCA

nondegenerate dapat dibawa ke bentuk
kanonik

=XO=M)AXD,  XO)=P'2,

= AX(t).
Bentuk ini merupakan hasil komposisi
MCA nondegenerate (2.14) dengan(M, )™
dari sebelah kiri. Operator A = (M)A,
di atas adalah tertutup karena merupakan
produk dari operator (M,)™* terbatas dan
operator A, tertutup.  Operator A
terdefinisi dense di ruang Hilbert

o =(P'D,).
Menurut Teorema 2.11, untuk setiap
xI D(A) fungsi u(t) =S(t)x merupakan
penyelesaian dari masalah Cauchy abstrak

(2.14)

%u = Au, u(0) =x. Oleh Kkarena itu

diperlukan asumsi berikut ini agar masalah
kanonik mempunyai penyelesaian tunggal.

Asumsi  2.12 Operator A membangun
semigrup kontinu kuat / Co-Semigrup di
Ho.

Berdasarkan  Asumsi  2.12 dan
Teorema 2.11, penyelesaian persamaan
(2.14) adalah  x(t) =S(t)x, dengan
x, =P7z,. Akhirnya dituliskan teorema

dibawah ini yang merupakan kesimpulan
5
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dari uraian diatas tentang penyelesaian
MCA degenerate dalam kasus linear
dengan metode faktorisasi [11].

Teorema 2.13 MCAD homogen (2.1) yang
memenuhi Asumsi 2.3, 2.4, dan 2.12
mempunyai  penyelesaian strict tunggal

2(t)=Z ,e%P"z,, untuk setiap nilai awal
z,() 1 A'RanM.

Bukti: A A

Jika z,(t)l D, dengan Az,(t)] RanM,
maka P'z,(t)T D(A). Dengan Asumsi

2.50, masalah ~ Cauchy  abstrak
nondegenerate homogen (2.14)
mempunyai penyelesaian tunggal

x(t) =e™PTz, yang mempunyai turunan

d _ _pT
Ex(t) =Ax(®),  x(0)=Pz,

kontinu dan  X(t)T D(A) untuk semua
t 3 0. Dengan demikian
2(t) =Z,x(t) =Z,P"z(t)1 D,.

Karena M, terbatas maka

Mz(t) = M, X(t) mempunyai turunan yang

kontinu, sehingga

d _d _ _
EMz(t) == X(1) =M AX(E) = Ax(t)

kontinu.

Ingat bahwa Agx(t ) = Az(t), hal ini
berakibat z(t) kontinu dengan
memperhatikan keterbatasan operator A™.

Jadi z(t) =Z,e™PTz, penyelesaian strict
dan tunggal dari MCA degenerate.m

Contoh 2.14 Diberikan ruang Hilbert
(L*(R))* dan operator

06 y
M=aé g dan A:an Kxg
S 05 g g
Berdasarkan (2.2), maka himpunan
DA:

.‘.mc A l ‘
U weryforo=-=f 0k
1é9g a Z
Didefinisikan
orthogonal:

operator proyeksi

P:Qza@ Og dan
f 15
PT:QT:aé ¢

% o

Selanjutnya dengan  operator-operator
proyeksi orthogonal ini diperoleh operator:

Dalam kasus ini, operator A, :--}%2

pada W*?(R) dan M, =1 pada L*(R).
Dengan demikian penyelesaian masalah
Cauchy degenerate dalam kasus ini adalah

z(t) = Z \x(t), dengan
el 00
x(t) =e"P7z(0), z,=% I 0
€ ax o

3. PENUTUP

Dalam pembahasan diatas, untuk
menyelesaikan masalah Cauchy
degenenerate dilakukan dengan mereduksi
ke masalah nondegenerate, Operator M
tereduksi pada masalah nondegenerate ini
mempunyai invers, sehingga masalah ini
dapat dibawa ke bentuk kanonik. Dengan
penerapan teori semigrup operator linear,
yakni dengan menggunakan teorema 3.7
yang mensyaratkan operator A; operator
merupakan infinitesimal generator dari
semigrup linear kontinu, maka bentuk
kanonik tersebut dapat diselesaikan.
Selanjutnya dengan operator tertentu setiap
penyelesaian bentuk nondegenerate dapat
dikawankan dengan penyelesaian bentuk
degenerate. Dengan demikian teori
semigrup operator linear dapat
diaplikasikan dalam menentukan
penyelesaian masalah Cauchy abstrak
homogen.
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