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Abstract. Development on the research of the  inverse  matrix until the Moore Penrose inverse matrix 
motivate researchers to conduct the research on the Moore Penrose inverse and the inverse of element 
in the ring with a unit element. The  used method  is  expanding the definition of   inverse in matrix to 
the ring with a unit element. Also  generalizing the  transpose  operation of matrix to  be a function of 
involution on the ring. 
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1. PENDAHULUAN 

Dalam penelitian aljabar, proses 
memperumum suatu definisi merupakan 
kegiatan yang biasanya dilakukan untuk 
memperoleh definisi baru. Sedangkan 
untuk memperoleh cakupan pembahasan 
yang lebih banyak biasanya dilakukan 
proses memperluas penerapan suatu 
definisi. 

Pada penelitian ini ditunjukkan 
bahwa definisi invers Moore Penrose pada 
ring dengan elemen satuan diperoleh 
melalui kegiatan memperluas definisi 
invers dari matriks berordo �  atas bilangan 
riil ke elemen anggota ring dengan elemen 
satuan. Perumuman definisi invers menjadi 
definisi invers Moore Penrose pada matriks 
berukuran � x�  atas bilangan riil 
selanjutnya diikuti pada ring dengan 
elemen satuan dengan terlebih dahulu 
mendefinisikan fungsi involusi pada ring 
sebagai perumuman dari operasi transpose 
pada himpunan matriks. 

 
2. PEMBAHASAN 

Menurut Kwak dan Hong [1], jika 
� � � � ( ) adalah himpunan matriks 
berukuran � x�  atas bilangan riil dan 
� ∈ � � � � ( ), maka � ∈ � � � � ( ) disebut 
invers dari �  jika � �  = � �  = � �  dengan � �  
adalah matriks identitas berukuran� x�  atas 
bilangan riil.  

Rao [2] menjelaskan bahwa jika � ∈
� � � � ( ), maka terdapat � ∈ � � � � ( ) 

yang memenuhi � � �  = �  dengan � �  tidak 
selalu merupakan matriks identitas � � � � , 
demikian juga � �  tidak selalu merupakan 
matriks identitas � � � � . Matriks �  
selanjutnya disebut sebagai invers 
diperumum dari matriks � . 
 Penelitian mengenai invers matriks 
yang mendasarkan pada definisi invers 
matriks diperumum banyak diminati oleh 
para peneliti.  Frame [3] dan Bjerhammar 
[4] membahas  invers semu dari 
matriks � ∈ � � � � ( ) yaitu  matriks 
� ∈ � � � � ( )  yang memenuhi � � �  = �  
dan � � �  = � . Selanjutnya matriks normal 
diperumum dari matriks � ∈ � � � � ( ), 
yaitu matriks � ∈ � � � � ( )   yang 
memenuhi � � �  = � , � � �  = �  dan 
(� � )� = � �  diteliti oleh Rohde [5]. 
Berikutnya Goldman dan Zelen [6] 
memperkenalkan invers lemah diperumum 
dari matriks � ∈ � � � � ( )  sebagai matriks 
� ∈ � � � � ( )   yang memenuhi � � �  = 
� , � � �  = � dan (� � )� = � � . Moore [7], 
Penrose [8], Greville[9], Ben Israel dan 
Charnes [10] membahas invers Moore 
Penrose dari matriks � ∈ � � � � ( ) yaitu 
matriks � ∈ � � � � ( ) yang 
memenuhi � � � = � , � � �  = � , (� � )� =
� �  dan (� � )� = � � .  Invers Moore 
Penrose dari matriks �  diberi symbol � � . 
Lebih jauh Moore dan Penrose 
menjelaskan bahwa setiap matriks 
� ∈ � � � � ( ) mempunyai invers Moore 
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Penrose dan invers Moore dan Penrose dari 
�  tunggal. 
 Berdasarkan bahwa himpunan 
matriks berukuran � x�  atas bilangan riil 
� � � � ( )adalahsuatu ring �  dengan 
elemen satuan, maka definisi invers 
matriks pada � � � � ( )dapat diperluas pada 
ring �  dengan elemen satuan. Suatu 
elemen � ∈ �  disebut invers dari � ∈ �  
jika � �  = � � = � , dengan �  adalah elemen 
identitas pada � . 
 Setelah definisi invers matriks 
diperluas pada ring, penelitian-penelitian 
yang mengembangkan definisi invers pada 
ring mulai dilakukan oleh para peneliti 
yaitu dengan mengikuti penelitian 
mengenai invers diperumum pada matriks 
yang telah dilakukan oleh Rao . Harte dan 
Mbektha [11] menjelaskan bahwa jika 
� , � ∈ �  dan � � � = � , maka �  disebut 
invers dalam dari � .  Pada ring � � , invers 
dalamdari0�  adalah setiap elemen di  � � , 
invers dalam dari 1 � adalah 1 � dan invers 
dalam dari  3�  adalah  3� .  Sementara 2� � ̅2� ≠
2�  untuk setiap � ̅ ∈ � � . Contoh tersebut 
menjelaskan bahwa tidak setiap elemen di 
�  mempunyai invers dalam.Selanjutnya 
Harte dan Mbektha mendefinisikan elemen 
regular sebagai elemen di �  yang 
mempunyai invers dalam. 
 Penelitian yang bertujuan 
mengembangkan definisi invers pada ring  
�  dengan elemen satuan terus dilakukan 
oleh para peneliti.  Operasi transpose pada 
himpunan matriks, diperumum menjadi 
fungsi involusi yang didefinisikan pada 
ring dengan elemen satuan oleh Mosic dan 
Djordjevic [12].   Involusi" ∗ " pada �  
didefinisikan sebagai fungsi � ∈ �   
� ∗ ∈ �  yang memenuhi (� ∗)∗= � , (� + � )∗ 
= � ∗ + � ∗ dan (� � )∗ = � ∗ � ∗ untuk 
setiap � , � ∈ � . 

Involusi" ∗ " pada �  merupakan 
fungsi bijektif.  Jika � ∗= � ∗ , � , � ∈ � maka 
� ∗ + � ∗ =  � ∗ + � ∗ =  (� + � )∗. Sementara 
� ∗ + � ∗= (� + � )∗. Sehingga(� + � )∗= 
(� + � )∗. Selanjutnya menggunakan sifat 
involusi diperoleh � + � = ((� + � )∗)∗ = 
((� + � )∗)∗= � + � . Sehingga � = � .  

Berikutnya untuk setiap � ∈ �  dapat 
ditemukan� ∗ ∈ �  yang memenuhi (� ∗)∗= 
� .  Jika �  adalah ring komutatif maka 
fungsi identitas merupakan involusi. 
Tidaksetiap ring R mempunyai involusi. 

Ring  � � = � �
� ̅ 0�

� � � ̅
� � � ̅ , � ,� � ̅ ∈ � � �  

merupakan ring dengan elemen satuan 
yang tidak mempunyai involusi. 

Jika �
� ̅ 0�

� � � ̅
�
∗

 = � � � 0�

� ̅ � �
�  dan � � � 0�

� ̅ � �
�
∗

 =  

�
� ̅ 0�

� � � ̅
�  untuk setiap  �

� ̅ 0�

� � � ̅
� , � � � 0�

� ̅ � �
� ∈

� � , maka (�
� ̅ 0�

� � � ̅
� � � � 0�

� ̅ � �
� )∗ = 

�
� ̅ � � 0�

� � � � + � ̅� ̅ � ̅� �
�
∗

 dan   � � � 0�

� ̅ � �
�
∗

�
� ̅ 0�

� � � ̅
�
∗

 = 

�
� ̅ 0�

� � � ̅
� � � � 0�

� ̅ � �
�  = �

� ̅ � � 0�

� � � � + � ̅� ̅ � ̅� �
� . 

Diperoleh bahwa (�
� ̅ 0�

� � � ̅
� � � � 0�

� ̅ � �
� )∗ = 

� � � 0�

� ̅ � �
�
∗

�
� ̅ 0�

� � � ̅
�
∗

 jika involusi " ∗ " 

merupakan fungsi identitas. Sementara jika 
involusi " ∗ " merupakan fungsi identitas 

pada � � , ditemukan � 1� 0�

0� 0�
� , � 0� 0�

1� 0�
� ∈ � �  

yang memenuhi (� 1� 0�

0� 0�
� � 0� 0�

1� 0�
� )∗ = 

� 0� 0�

0� 0�
�
∗

 = � 0� 0�

0� 0�
� dan� 0� 0�

1� 0�
�
∗

� 1� 0�

0� 0�
�
∗

 = 

� 0� 0�

1� 0�
� � 1� 0�

0� 0�
�  = � 0� 0�

1� 0�
� . Diperoleh 

bahwa(� 1� 0�

0� 0�
� � 0� 0�

1� 0�
� )∗ ≠

� 0� 0�

1� 0�
�
∗

� 1� 0�

0� 0�
�
∗

. 

Mengikuti penelitian invers Moore Penrose 
pada himpunan matriks  yang telah 
dilakukan oleh Moore dan Penrose  dan 
menggunakan definisi involusi yang telah 
disampaikan oleh Mosic dan Djordjevic, 
selanjutnya Koliha. dan Patricio [13] 
mendefinisikan pengertian invers Moore 
Penrose pada ring dengan elemen satuan. 
Oleh karena tidak setiap ring mempunyai 
involusi, maka Koliha dan Patricio 
menambahkan syarat kepemilikan involusi 
pada ring. 
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Definisi 2.1 Diketahui �  ring dengan  
elemen satuan  yang dilengkapi involusi 
" ∗ "  dan � ∈ � . Invers Moore Penrose 
dari � ∈ �  adalah elemen � ∈ �  yang 
memenuhi  

1. � � �  = �  
2. � � �  = �  
3. (� � )∗ = � �  
4. (� � )∗ = � �  

Invers Moore Penrose dari� ∈
� diberisymbol � � . 
 
Contoh 2.2 
1. Pada ring � �  dengan involusi identitas, 

elemen0�  tidak mempunyai invers tetapi 
mempunyai invers Moore Penrose 
dengan0� � = 0� . Diperoleh1� � = 1� , 3� �  = 3.�  
Elemen  2�  tidak mempunyai invers 
Moore Penrose sebab 2� � ̅2� ≠ 2�  untuk 
setiap � ̅ ∈ � � . 

2. Pada ring � � � � ( )denganinvolusi 

transpose, matriks �
1 0
0 0

�  tidak 

mempunyai invers tetapi mempunyai 
invers Moore Penrose dengan  

�
1 0
0 0

�
�

= �
1 0
0 0

� . 

 
3. PENUTUP 

Tidak setiap elemen di ring dengan 
elemen satuan mempunyai invers Moore 
Penrose. Oleh karenanya terdapat peluang 
untuk membangun eksistensi invers Moore 
Penrose dari suatu elemen  di ring dengan 
elemen satuan. 
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