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Abstract. Artikel ini membahas tentang kekonvergenan barisan fungsi yang
terintegral Henstock-Dunford pada [a,b]. Dalam hal ini dikaji syarat cukup agar limit
barisan nilai integral suatu fungsi terintegral Henstock-Dunford sama dengan limit
barisan fungsinya. Diperoleh bahwa untuk menjamin fungsi f terintegral Henstock-
Dunford dan limit barisannya sama dengan nilai fungsinya maka barisan fungsi yang
terintegral Henstock-Dunford harus konvergen seragam atau barisan fungsi yang
terintegral Henstock-Dunford harus konvergen lemah dan monoton lemah serta
limitnya ada, atau barisan fungsinya konvergen lemah dan terbatas.

Kata kunci
Kekonvergenan

1. PENDAHULUAN

Integral  Henstock-Dunford adalah
integral Dunford yang diperluas ke dalam
integral  Henstock. Integral Dunford
didefinisikan sebagai fungsi terukur lemah
f dari interval tertutup 1 ke ruang
Banach X (f:1® X) sehingga untuk
setiap x'T X~ (X" adalah ruang dual X)
fungsi bernilai real x f:1 ® R terintegral
Lebesgue [1]. Jaminan untuk integral ini
adalah Lemma Dunford [1]. Kemudian
intergral Dunford diperluas ke dalam
integral Henstock, yaitu fungsi bernilai
real x f-nya diperumum dari integral
Lebesgue menjadi integral Henstock.
Integral ini dikenal sebagai integral
Henstock-Dunford [2].

Kajian integral Henstock-Dunford pada
ruang dimensi satu R telah digeneralisasi
ke dalam ruang Euclide R" [3]. Kajian
integral Henstock-Dunford pada R sejauh
ini sebatas sifat-sifat sederhana, Teorema
Perluasan  Harnack dan  Teorema
kekonvergenan [2]. Kajian lebih lanjut
dibahas perluasan Harnack dan sifat
Cauchy dalam ruang Euclide R" [4], dan
beberapa  sifat-sifat small Riemann
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sumsnya  yaitu locally, globally,
functionally, dan  essentially  small
Riemann sumsnya [5, 6, 7]. Kemudian
dikaji juga tentang sifat fungsi primitifnya
terkait dengan sifat fungsi kontinu mutlak,
fungsi  kontinu  mutlak  kuat, dan
generalisasinya, serta kaitannya sifat
fungsi  bervariasi terbatas, bervariasi
terbatas kuat, dan generalisasinya [8].

Berdasarkan kajian tentang integral
Henstcok-Dunford pada [a,b], penulis
akan mengkaji syarat cukup agar limit
barisan nilai integral suatu fungsi
terintegral  Henstock-Dunford sama
dengan limit barisan fungsinya.

2. INTEGRAL
DUNFORD PADA [a,b]
Pada artikel ini, X menotasikan ruang

Banach dan X~ ruang dualnya.
B(X')={xT x*:lxI£1} unit  ball
dalam X~ dan [a,b] adalah interval
tertutup di dalam himpunan bilangan riil
R.
Definisi 2.1. [2] Fungsi f :[a,b]® X
dikatakan terintegral Henstock-Dunford
pada [a,b] jika untuk setiap x'T X~
x f:[a,b]® R
29
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terintegral Henstock pada [a,b] dan untuk
setiap interval tertutup A1 [a,b] terdapat

vektor XE:'A)T X " sehingga
X:'A)(X*):(H)G(*f .

A
Vektor x; 41 X" adalah nilai integral

Henstock-Dunford pada A atas fungsi f
dan ditulis
X1 =(HD)Of -

A

Fungsi f yang terintegral Henstock-
Dunford pada [a,b] ditulis f1 HD[a,b].

Ketunggalan nilai dari integral Henstock-
Dunford diberikan dalam teorema berikut.
Teorema 2.2. [2] Jika f1 HD[a,b] maka

vektor x7 o1 X7 pada Definisi 2.1.
adalah tunggal.

Selanjutnya jika fungsi f terintegral

Henstock-Dunford pada interval tertutup
[a,b] maka f juga terintegral Henstock-

anford pada setiap interval tertutup
Al [a,b].
Teorema 2.3. [9] Jika f1 HD[a,b] maka
f1 HD(A) untuk setiap interval tertutup
Al [a,b].

Untuk A=[c,d]l [a,b] maka simbol
a(A) dalam tulisan ini diartikan sebagai
panjang interval tertutup A, yaitu

a(h) :|d - (i

Contoh  2.4.
f:[a,b]® X oleh
f(x)=c,
untuk setiap x1 [a,b] dan suatu konstanta
cl X, maka f terintegral Henstock-
Dunford pada [a,b] dan nilai integralnya
ca(A) untuk setiap interval tertutup
Al [a,b].
Bukti:

Didefinisikan  fungsi
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Diberikan sebarang bilangan e>0 dan
X' T X* maka dapat ditemukan fungsi
positif & pada [a,b] sehingga jika
Al [a,b] interval  tertutup  dan
D:{(D,x)} sebarang partisi Perron d-
fine pada A berlaku

IDé x"f(x)a(D)- X;’A)(X*I
Xl A
IDaxca( )- xca(Ai

xI A

I”a%f?‘f i >i

=0<e.
Jadi x"f terintegral Henstock pada [a,b]
dan untuk setiap interval tertutup
Al [a,b] di atas terdapat vektor

XE:'A)T X" sehingga
XZ:'A)(X*) =(H) ¢t

A

=(H)o©

A
=xca(A).
Jadi  f1 HD[a,b] dan nilai integralnya
adalah ca(A) untuk setiap interval
tertutup Al [a,b]. O

Teorema 2.5. (Kriteria Cauchy) Fungsi
f1 HD[a,b] jika dan hanya jika untuk
setiap bilangan e>0 terdapat fungsi
positif 4 pada [a,b] sehingga jika
Al [a,b] interval  tertutup  dan
D={(D,x)} dan P={(P,y)} masing-
masing partisi Perron d-fine pada A
berlaku

D3 X' f(x)a(D)- PQ x*f(y)a(Pi<e

XA yi A

untuk setiap x' T X".

Bukti:
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(Syarat Perlu) Diketahui f1 HD[a,b].
Jadi untuk setiap x'T X* fungsi X f
terintegral Henstock pada [a,b] dan untuk
setiap interval tertutup A1 [a,b] terdapat
vektor XE:'A)T X" sehingga
X:'A)(X*):(H)G(*f .
A
Diberikan bilangan e>0 sebarang dan

X' 1T X" maka terdapat fungsi positif o
pada [a,b] sehingga untuk interval tertutup

Al [a,b]  dan D:{(D,x)} dan
P :{(P, y)} masing-masing partisi Perron
d -fine pada A berlaku

IXE?A) (x*)- DQ X' f (x)a(Dl<§

X A
dan
I><E:'A)(X*)- P X'f (y)a(Pi<§.
yi A

Dengan demikian diperoleh

IDé X' f(x)a(D)-PQ x*f(y)a(Pi

Xl A yi A

EIDé X f (x)a(D) - XE?A)(X1

XA
(”;'A)(x*)- Pé x*f(y)a(Pi
yl A
e e
<e»ite®= Q2.
2 2
(Syarat cukup) Diberikan bilangan e>0
sebarang dan x'T X~ maka terdapat fungsi
positif @ pada [a,b] sehingga untuk
interval  tertutup Al [a,b]  dan
D:{(D,x)} dan P:{(P,y)} masing-

masing partisi Perron d-fine pada A
berlaku

IDé x'f(x)a(D)- PQ x*f(y)a(Pi< e.
X A yl A

Diambil e=1 terdapat fungsi positif @
pada [a,b]dengan sifat di atas.

Diambil e:% terdapat fungsi positif d,

pada [a,b] dengan d, £ a dan memenuhi
sifat di atas.

Diambil e:£ terdapat fungsi positif a
n

pada [a,b] dengan d £d ,£..£d,£4d

dan memenuhi sifat di atas.

Untuk " nT N dan x"T X" didefinisikan
S, =D.g x'f(xa(D),

dengan jumlahan Riemann diambil atas

partisi Perron 4, - fine D, ={(D,x)} pada

A.

Diambil sebarang m,nT N dengan m3 n,
maka untuk setiap partisi Perron 4/ - fine
pada A merupakan partisi Perron 4, - fine
pada A.

Akibatnya untuk setiap partisi Perron 4, -
fine D, ={(D,x)} pada A dan sebarang
partisi Perron d, - fine D, ={(D,x)} pada
A berlaku

.- sl

IDmé X' f(9a(D)- D,& x*f(x)a(D)|<i.
XA XA n
Berdasarkan sifat Archimedean, diberikan
sebarang bilangan e>0 maka terdapat

. . . 1l e
bilangan asli n, sehingga —<?.
0
Selanjutnya jika m,n 3 n, maka diperoleh

k.- sn|<%<nio<§,

Hal ini berarti {S,} barisan Cauchy di R.

Karena R lengkap berarti untuk setiap
barisan Cauchy di dalamnya adalah

konvergen, yaitu untuk setiap x'T X" dan
Al [a,b] di atas terdapat bilangan

XE?A)(X*):ST R sehingga lim S, =S.

31
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Dengan demikian untuk sebarang bilangan
e>0 diatas terdapat bilangan asli n; dan

jika n3 n, berlaku

k- g<=
2
Diambil
d(x):min{dlo(x),c{r(x)| x1 [a,b]}.
Diperoleh d fungsi positif pada [a,b].
Selanjutnya untuk setiap P ={(P,x)}
partisi Perron d- fine pada A berlaku

Ipé X" f (x)a(P)- SI

EIPé X' f(x)a(P)- Sn*|+|3n* i s|
X A 0 0

e e

<ewiteaw=P.
Hal ini berarti untuk setiap x'T X" fungsi
x"f terintegral Henstock pada [a,b] dan

terdapat vektor XE:'A)T X" sehingga
XE:'A)(X*) =S :(H)A(‘j(*f .
Dengan kata lain, f1 HD[a,b]. O

Definisi 2.6. [9] Diberikan f1 HD[a,b]
dan 1(E) koleksi semua interval tertutup
di dalam [a,b]. Fungsi F:I1(E)® X
didefinisikan oleh
F(A) =X » =(HD) of
A

dan F(&H) =0, untuk setiap Al I(E)
disebut fungsi primitif-HD fungsi f .

Contoh  2.7.
f:[a,b]® X oleh

f(x)=c,
untuk setiap x1 [a,b] dan suatu konstanta
cT‘ X', maka untuk setiap interval tertutup
Al [a,b] fungsi primitif-HD fungsi f
adalah F(A)=ca(A).

Didefinisikan  fungsi

3. KEKONVERGENAN BARISAN
FUNGSI TERINTEGRAL
HENSTOCK-DUNFORD PADA [a,b]

32

Pada bagian ini akan dibahas syarat
cukup agar limit barisan nilai integral suatu
fungsi terintegral Henstock-Dunford sama
dengan limit barisan fungsi tersebut. Oleh
karena itu, diperlukan beberapa pengertian
terkait kekonvergenan barisan.

Definisi 3.1 Diberikan X ruang Banach,
interval tertutup [a,b]l R , dan fungsi

f :[a,b]® X untuk setiap ni N.
Barisan fungsi {f.} dikatakan konvergen
ke fungsi f di xI [a,b] jika barisan
{f,(x)} konvergen ke f(x), yaitu ada
f(x)T X dan untuk setiap bilangan >0
terdapat bilangan asli  n, =n,(e x)
sehingga jika n3 n, berlaku

lfn(x)- f(x]x <e.

Jadi  {f} konvergen di

ekuivalen { f,(x)} konvergen.

xT [a,b]

Jika barisan fungsi {f,} konvergen di
setiap  x1 [a,b] maka barisan {f }
dikatakan konvergen pada [a,b].

Definisi 3.2 Diberikan fungsi
f.:[a,b]® X untuk setiap nl N .

(i) Barisan fungsi {f } dikatakan
konvergen lemah ke fungsi f di titik
xI [a,b] jika barisan vektor {f (x)}
konvergen lemah ke f(x)T X , yaitu untuk
setiap bilangan e>0 dan x1 X~
terdapat bilangan asli n, =n,(e,x",x)
sehingga jika n3 n, berlaku

|><*fn(x)- X f (x’< e.
(i) Barisan fungsi {f } dikatakan
konvergen lemah ke fungsi f pada [a,b]
jika untuk setiap xT [a,b] dan setiap
bilangan €>0, x'T X~ terdapat bilangan
asli n,=n,(e xx") sehingga jika n3 n,
berlaku
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|><*fn(x)- X f (x’< e.
(i) Barisan ~ fungsi  {f }  dikatakan
konvergen lemah seragam ke fungsi f
pada [a,b] jika untuk setiap bilangan
e>0 terdapat bilangan asli n, =n,(e)
sehingga jika n3 n, berlaku

|><*fn (x)- xf (x’< e

untuk setiap xT [a,b] dan x'T X".

Definisi 3.3 Barisan fungsi {f,} dikatakan
naik monoton lemah pada [a,b] jika untuk
setiap  x'1 X~ barisan {x'f} naik
monoton, yaitu jika berlaku
X" f (x) £x"f,,(x) untuk setiap xT [a,b]
, X'T X", dan nl N. Sedangkan barisan
fungsi {f } dikatakan turun monoton
lemah pada [a,b] jika untuk setiap
x 1 X" barisan {x'f } turun monoton,
yaitu jika berlaku xf, (x)2® x"f ., (X)
untuk setiap x1 [a,b], Xx'T X*, dan
ni N.

Barisan naik monoton lemah atau turun
monoton lemah disebut barisan monoton
lemah.

Jika fungsi f, terintegral Henstock-
Dunford pada [a,b] untuk setiap bilangan
asli n dan barisan fungsi {f } konvergen

lemah ke fungsi f pada interval tertutup
Al [a,b], akan ditunjukkan beberapa

kondisi yang menyebabkan f terintegral
Henstock-Dunford pada [a,b] dan

Xt =M X -

Kondisi yang pertama adalah jika barisan
fungsi {f.} konvergen lemah seragam ke

fungsi f , maka f terintegral Henstock-
Dunford.

Teorema 3.4 (Teorema Kekonvergenan
Seragam) Diberikan fungsi

f,f :[a,b]® Xdan f 1 HD[a,b] untuk
setiap bilangan asli n. Jika barisan fungsi
{f.} konvergen lemah seragam ke fungsi f
pada interval tertutup Al [a,b] maka
f1 HD[a,b] dan
K =X -
Bukti : Diberikan Al [a,b] sebarang
interval tertutup.
Diketahui bahwa barisan fungsi {f }

konvergen lemah seragam ke fungsi f pada
interval tertutup Al [a,b] berarti untuk

setiap bilangan e>0 terdapat bilangan
Asli n,=n,(e) sehingga jika n3 n,
berlaku

ki (x)- X (x]<m§m (3.1)

untuk setiap x1 [a,b] dan x'T X".

Fungsi  f 1 HD[a,b] untuk setiap
bilangan asli n berarti untuk e>0 tersebut
di atas, setiap x' T X", dan setiap interval
tertutup A1 [a,b] fungsi x"f_ terintegral
Henstock pada A. Jadi terdapat fungsi
positif o pada [a,b] sehingga untuk

Al [ab] di atas, D={(D,x)}dan

P={(D.x)}

partisi Perron d/ -fine pada A berlaku

IDé x'f,(x)a(D)- XETWA)(X*I<£

masing-masing  sebarang

X A 4
dan
IDa x'f,(x)a(D)- P& x*fn(x)a(Di<§
(3.X2|)A o
Berdasarkan  (3.1) dan (3.2) , Jika

D:{(D,x)} dan P :{(D,x)} sebarang
pertisi Perron 4, -fine pada A diperoleh

ba <t (ato)- axr9a(o]

X A X A
£|Dé x'f(x)a(D)- DQ X', (x)a(D*
X A X A

33
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Jadi fungsi X f terintegral Henstock pada

A dan untuk setiap interval tertutup
Al [a,b] di atas terdapat vektor

XZ:'A)T X" sehingga
X:'A)(X*):(H)G(*f .

A
Dengan kata lain f1 HD[a,b].

Selanjutnya karena f1 HD[a,b] maka
untuk setiap x' T X~ dan sebarang interval
tertutup Al [a,b] di atas, fungsi x f
terintegral Henstock pada A . Berarti untuk

setiap bilangan e>0 tersebut di atas
terdapat fungsi positif &' pada A

sehingga jika Q:{(D,x)} partisi Perron
d'-fine pada A berlaku

o * *k * 9

IQa x"f(x)a(D)- x(f'A)(x I<?

xI A
Dipilih J(x):Min{¢(x),d'(x)} untuk
setiap x1 [a,b].
Diperoleh fungsi positif & pada [a,b].
Jadi untuk interval tertutup Al [a,b] dan
jika D*:{(D,x)} partisi Perron o -fine
pada [a,b] didapat

|XE:H,A)(X*)' X?A)(X*’

+ID*é x'f(x)a(D)- XZ?A)(X*I
XA

<em+ S D*é a (D) e
4 da(A)+1 . 4
<e.
Dengan kata lain
X () =lim oy (X7),
untuk setiap x' T X".
Jadi,

Xi = M0 X 0 B

Kondisi selanjutnya yang menjamin bahwa
fungsi f  terintegral Henstock-Dunford

selain barisan fungsi {f } konvergen
lemah ke fungsi f adalah barisan fungsi

{f.} harus monoton lemah dan
lim 7}, (X') untuk setiap x'T X" ada

dan berhingga, seperti dalam teorema
berikut.

Teorema 3.5 (Teorema Kekonvergenan
Monoton) Diberikan fungsi
f,f :[a,b]® Xdan f 1 HD[a,b] untuk
setiap bilangan asli n. Jika

(i) barisan fungsi {f,} monoton lemah

pada A,

(i) barisan {f,} konvergen lemah ke
fungsi f pada A, dan

(iif) lim xg’;n'A)(x*) untuk setiap x'T X*
ada dan berhingga,

maka f1 HD[a,b] dan

X =M X

untuk setiap interval tertutup Al [a,b].
Bukti : Dibuktikan untuk barisan fungsi
{f.} yang naik monoton lemah pada A.
Diberikan sebarang bilangan e>0 dan
sebarang interval tertutup Al [a,b].
Barisan fungsi {f,} konvergen lemah ke
fungsi fpada Al [a,b], berarti untuk
bilangan e>0 di atas dan untuk setiap
x'T X" dan xT1 [a,b], terdapat bilangan
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asli m, :mo(e, x*,x) sehingga jika n3 m,
berlaku

. . e
f(x)-xf x’< :
i 00- 1 (cf s
Fungsi  f 1 HD[a,b] untuk setiap
bilangan asli n berarti untuk setiap x' T X~

dan interval tertutup Al [a,b] fungsi x"f,

terintegral Henstock pada A, yaitu untuk
setiap bilangan e>0 tersebut di atas
terdapat fungsi positif ¢, pada [a,b]

sehingga jika D:{(D,x)} sebarang
partisi Perron d, - fine pada A berlaku

IDé x'f, (x)a(D)- XE:HVA)(X*I
:IDé X', (x)a(D)- (H)@cfn|<§.

XA
Karena barisan fungsi {f,} naik monoton
lemah pada A maka untuk setiap x T X~
barisan J{x*f} naik monoton pada A,

yaitu X f ((x)£xf,..(x) untuk setiap
xI Al [a,b]. Karena f T HDI[a,b],
maka untuk setiap x'T X~ dan interval
tertutup Al [a,b] fungsi x"f terintegral
Henstock pada A sehingga

XE:WA)(X*) =(H) ¢ f,.
A

Akibatnya
XE:H,A)(X*):(H)AO(*fn
£(H) O fow =40 (X)
A
Hal ini berarti barisan | (‘j( fnz naik
A

monoton pada A.

i .. U .
Karena barisan  j(H)¢x f,y  naik
e
monoton dan untuk setiap x'T X~ dan
interval tertutup Al [a,b] dan

lim 7}, (X') untuk setiap x'T X" ada

dan  berhingga  maka

{(H)< .}
A

konvergen, katakan ke L sehingga

i K () =l (H) &1, =L

Jadi untuk sebarang bilangan e>0 di atas

terdapat bilangan asli  n, =n (e x")

sehingga jika n3 n, berlaku

. * e
lH)?( f - LI<?

Dipilih
m (e x",x)= maks{n0 (ex),

m, (e, X, x)}

Dibentuk fungsi positif d pada [a,b]
dengan rumus

d(X) = dm*(e,x*,x) (X)
untuk setiap x1 [a,b] dan x'T X".

Dengan demikian untuk interval tertutup
Al [a,b] dan jika

={(D,,%.),(D,,%,),....(D,,X,)}  partisi
Perron d'- fine pada A berlaku

ID?Ax*f(x)a(D)- LI

£|Dé’1 x'f(x)a(D)-Da xf . (x)a(D‘

XA xI A

D3 11, (x)a (D)- (H)ey*fm*l

XA
H)(\j(*fm*-
A
£Da|x f(x)- x'f *(x’a(D)+£+£
xI A " 2 4
e o e e
~%aA +4D?Aa(D)+?+?

<e.
Hal ini berarti x f terintegral Henstock
pada A dan terdapat XE:'A)T X" sehingga

X(*:'A)(X*):(H)(\j(*f :
A
Jadi f1 HD[a,b] dan
35
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XE?A)(X*)I L atau

X1 () =lim x4y (<)
untuk setiap x' T X .

Karena berlaku untuk setiap x' 1 X,
maka

X, ~=limx,

(f.A) ey  (f.A) O

Jika barisan fungsi { f.} konvergen lemah
ke fungsi f pada A dan x'f (x)30

hampir di mana-mana pada A untuk setiap
n dan untuk setiap x'T X~ maka f
terintegral Henstock-Dunford.

Teorema 3.6 (Lemma Fatou) Diberikan
fungsi f,f :[ab]l® X dan
f T HD[a,b] untuk setiap bilangan asli n.
Jika untuk setiap interval tertutup
Al [a,b] barisan {f,} konvergen lemah
ke fungsi f pada A dan x'f (x)30
hampir di mana-mana pada A untuk

setiap n dan untuk setiap x' T X" maka
f1 HD[a,b] dan

X;'A)(X*)Elni(;?é inf XE:WA)(X*).
Bukti : Diambil sebarang interval tertutup
Al [a,b].

Untuk setiap nl N dan X1 X"
didefinisikan fungsi g,:Al [a,b]® X
oleh

X'g,(x)= inf {x* f, (x)}
untuk setiap x1 Al [a,b].
Diperoleh bahwa barisan {x*gn} naik

monoton pada A untuk setiap x'T X7,
artinya bahwa barisan {g,} naik monoton

lemah pada A.
Untuk setiap nl N diperoleh
x'g,(x)£x°f,(x)

untuk setiap xI A
Karena x"f, (x)2 0 hampir di mana-mana

(h.d) pada A maka x'g,(x)2 0 h.d pada
A.
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Lebih lanjut untuk setiap interval tertutup
Al [a,b] dan x'1 X" diperoleh

lim (H)oca. £lim (H) o .
G tim oy () £limx ) (X).

Karena barisan {x*gn} naik monoton dan
barisan {x*fn} konvergen ke fungsi x"f
untuk setiap x'T X~ maka barisan {x*gn}

konvergen ke x"f untuk setiap x'T X.

Jadi barisan fungsi {x'g,} konvergen ke
fungsi x'f untuk setiap x'T X . Berarti
barisan {g,} konvergen lemah ke fungsi

f. Karena L!@@(H)g g, ada maka

menurut Teorema Kekonvergenan
Monoton diperoleh f1 HD[a,b] dan
untuk setiap interval tertutup Al [a,b]
diperoleh
XE:'A) (x) = !lgg XE;,A) (x) £ Inl@r)g inf XZH,A) (x)
Jadi

xZ’f"A) (x*)E Ini@r)?é inf XZ’;”'A) (x)
untuk setiap x' T X".
Dengan demikian,

X o« £Eliminf x,

(1) & 00 I X, - O

Lemma Fatou memberikan akibat sebagai

berikut.

Teorema 3.7 (Teorema Kekonvergenan

Terdominasi Lebesgue) Diberikan fungsi

f,g, f :[a,b]® X, dan fungsi g dan

f. masing-masing terintegral Henstock-

Dunford pada [a,b] untuk setiap bilangan

asli n. Jika untuk setiap interval tertutup

Al [a,b]

(i) barisan fungsi { f,} konvergen lemah
ke fungsi f pada A,

i) ff,0fexa(x)  unuk  setiap
ni N, x'T X",dan xI A

maka f1 HD[a,b] dan
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=limx; -

Bukti : Diberikan sebarang interval
tertutup Al [a,b].

Barisan fungsi { f,} konvergen lemah ke
fungsi f pada A berarti barisan fungsi
{f.} konvergen lemah ke fungsi f di

setiap xT A, yaitu untuk setiap bilangan
e>0, xI A, dan x'T X" terdapat
bilangan asli n, =n0(e, x*,x) sedemikian

X1 =

hingga jika n3 n, berlaku

|><*fn (x)- xf (x’< e

atau

xf, (x)- e<xf(x)<x'f (x)+e.

n

Menurut yang diketahui bahwa

|><* f (X’E X'g(x)

Maka diperoleh
-X'g(x)ExXf (x) Ex'g(x) (3.3)

Berdasarkan ketaksamaan (3.3) bagian
kanan diperoleh

x'g(x)- x"f, (x)=x"(g- f,)(x)2 0.

Karena barisan fungsi {x* fn} konvergen
ke fungsi x f pada A untuk setiap
x'T X" maka barisan fungsi J{x*(g - fn)}
konvergen ke fungsi x*(g- f) pada A
artinya barisan fungsi {g- f,} konvergen
lemah ke fungsi (g- f) pada A. Karena
x'(g- f,)(x)® 0 untuk setiap n dan

x'T X", maka menurut Lemma Fatou
diperoleh g- f1 HD[a,b] dan

Xg-f,A)(X*)Elri][@n¥ inf x(’g*_ fHVA)(X*).
Karena - x'g(x)£x f (x) £x'g(x) untuk
setiaqp x1 Al [a,b] dan x'T X" dan
karena gl HD[a,b] maka f1 HD[a,b]
dan

O£, (X) - X1 (X) =55 1. (X)

EliminfO£x, A)(x*)

n® ¥

=lim inf{XaA) (X*) + X:fn,A) (X*)}

n® ¥

=lim mfl( )O<g +(H) O (- fn)g
n® ¥ | A A

=lim inf (H) g
lim inf (H) ¢ (- f,)

=(H )o<9- "msup( )O¥ f,

n® ¥

A
=xz:A)(x*)- im sp ()

o ()= X1 (x )
(x)- I|m SUP X A)(x*)

n® ¥

x(f‘A)(x*)3 lim sup x; A)(x*). (3.4)

n® ¥

Selanjutnya berdasarkan ketaksamaan (3.3)
bagian Kiri diperoleh

x'g(x)+x"f (x)=x"(g+f,)(x)2 0.
Karena barisan fungsi {x* fn} konvergen
ke fungsi x f pada A untuk setiap
x'T X" maka barisan fungsi {x" (g + f, )}
konvergen ke fungsi x"(g+ f) pada A.
Karena x"(g+ f,)(x)3 0 untuk setiap n

dan x'T X7, maka menurut Lemma Fatou
diperoleh g+ f 1 HDJ[a,b] dan

XE;H,A)( )Elrll(r@n¥ inf X, A)(x*).
Lebih lanjut
Kot ()

0E x5 (X' )+ (x) =

£I|m inf x(g+f A) (x )

n® ¥

=lim |nf‘(H)(‘j(*g +(H) ¢ f,

n® ¥ A

u
=lim inf (H) ()'g + liminf (H) o) f,

n® ¥ A n® ¥
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=(H )O(g+llm|nf( )OX f,

n® ¥ A

( )+ lim inf x| A)(x*)

n® ¥

()+ 2 (¥)

(x )+ lim inf x )(x*)

n® ¥

Jadl,
XZ:'A)(X*)E lim inf XE:WA)(X*).

n® ¥

Dengan demikian dari (3.4) dan (3.5)
diperoleh

I|m supr A( )Ex(fA( )
£ lim inf x A( )

n® ¥

X (X) = lim oy (X)

n® ¥
untuk setiap x' T X".
Jadi,

Kondisi selanjutnya yang menjamin bahwa
fungsi f terintegral Henstock-Dunford

selain barisan fungsi {f,} konvergen
lemah ke fungsi f adalah barisan fungsi
{x*fn} terbatas. Hal ini ditungkan dalam
teorema di bawah ini.

Teorema 3.10 (Teorema Kekonvergenan
Terbatas) Diberikan fungsi
f,f :[a,b]® X, dan f 1 HD[a,b]

untuk setiap bilangan asli n. Jika untuk
setiap interval tertutup Al [a,b] barisan

fungsi { f,} konvergen lemah ke fungsi f
pada A dan ada bilangan riil M >0
sehingga lx*fn(x’EM untuk setiap

nl N,x'T X", danxT A maka
f1 HD[a,b] dan

XE?A)_ I|m x(f )
Bukti Diberlkan sebarang interval

tertutup Al [a,b].

38

Diambil x'g(x)=M >0, MT R untuk
setiap xI A. Karena barisan fungsi {f,}
konvergen lemah ke fungsi f pada A dan
|><*fn(x’£ X'g(x)=M  untuk  setiap
nl N,x'T X", dan xT A maka
berdasarkan  Teorema Kekonvergenan

Terdominasi Lebesgue diperoleh
f1 HD[a,b] dan 4.5)
X1 n = I|m Xt a)-
Jadi f1 HD[a, b] dan
X(t.n) = !:@rg x(f e 012
4. PENUTUP

Berdasarkan hasil pembahasan yang
diuraikan dalam bentuk teorema-teorema
maka dapat diambil kesimpulan bahwa
untuk menjamin fungsi f terintegral

Henstock-Dunford dan limit barisannya
sama dengan nilai fungsinya maka barisan
fungsi yang terintegral Henstock-Dunford
harus konvergen seragam atau barisan
fungsi yang terintegral Henstock-Dunford
harus konvergen lemah dan monoton
lemah serta limitnya ada, atau barisan
fungsinya konvergen lemah dan terbatas.
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