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Abstract. In this paper we study Henstock-Dunford integral on the Euclidean space n¡ . We 
discuss some properties of the integrable. We prove  the Harnack Extension theorems and the 

Cauchy extension theorems for Henstock-Dunford integral on the Euclidean space n¡ . 
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1. PENDAHULUAN 
Sejak diperkenalkan oleh Ralph 

Henstock pada tahun 1960-an, yang 
merupakan pengintlakan dari integral 
Riemann, integral Henstock telah 
mengalami perkembangan baik dari segi 
teori maupun aplikasinya [1], [4], [6]. 
berdasarkan kajian tentang integral 
Henstock banyak sifat-sifat yang telah 
diungkap baik dalam ruang real ¡  [2], [7] 

maupun ruang Euclide n¡  [5]. 
Dunford mendefinisikan integralnya 

pada fungsi terukur lemah f  dari n¡  ke 

ruang Banach X  ( *X  ruang dualnya) dan 

untuk setiap * *x X∈  fungsi bernilai real 
*x f  terintegral Lebesgue. Integral ini 

dikenal dengan integral Dunford [10]. 
Kajian integral  Dunford telah diperluas ke 
dalam integral tipe Riemann (integral 
Henstock) pada ruang ¡  , yaitu dengan 
mendefinisikan fungsi bernilai realnya *x f  

terintegral Henstock. Hasilnya dikenal 
dengan integral Henstock-Dunford pada 
ruang ¡  [3]. Penelitian selanjutnya, 
integral Henstock-Dunford pada ruang ¡  

digeneralisasi ke dalam ruang Euclide n¡  
[9]. Pembahasannya meliputi sifat-sifat 
sederhana dan beberapa teorema 
kekonvergenan [9]. 

Berdasarkan uraian tersebut, penulis 
akan meneliti sifat-sifat lebih lanjut dari 
integral Henstock-Dunford pada ruang 

Euclide n¡ . Sifat-sifat ini digeneralisasi 
dari integral Henstock pada ruang real ¡ . 

 
2. INTEGRAL HENSTOCK-
DUNFORD PADA RUANG EUCLIDE 

n¡  
Pada tulisan ini, dibahas definisi 

integral Henstock-Dunford pada ruang 

Euclide n¡ , sifat-sifat sederhana, dan 
fungsi primitifnya mengacu pada [9]. 
Definisi 2.1 [9] Diberikan X  ruang 

Banach dan *X  ruang dualnya, volume-α  

pada n¡  dan sel nE ⊂ ¡ . Fungsi 
:f E X→  dikatakan terintegral Henstock 

-Dunford pada E  jika untuk setiap 
* *x X∈  fungsi *x f  terintegral Henstock 

pada E  dan untuk setiap sel A E⊂  

terdapat vektor ( )
** **

, ,f A
x Xα ∈  sehingga 

( ) ( ) ( )** * *

, ,f A

A

x x H x fα = ∫ . 

Selanjutnya vektor ( )
** **

, ,f A
x Xα ∈ di atas 

disebut nilai integral Henstock-Dunford 
fungsi f  pada A  dan ditulis 

( ) ( )**

, ,f A

A

x HD fα = ∫ . 

Jika f  terintegral Henstock-Dunford pada 

E , ditulis ( ),f HD E α∈ . 

 
Teorema 2.2 [9] Jika ( , )f HD E α∈  maka 

( , )f HD A α∈  untuk setiap sel bagian 

A E⊂ . 
Bukti : 
Jelas berdasarkan definisi.  ■ 
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Definisi 2.3 [9] Diberikan ( , )f HD E α∈  

dan ( )EI  koleksi semua sel bagian di 

dalam E . Fungsi : ( )F E X→I  dengan 

rumus 

( ) ( )**

, ,
( )

f A

A

F A x HD fα= = ∫  

dan ( ) 0F ∅ = , untuk setiap ( )A E∈I  

disebut fungsi primitif-HD fungsi f . 

 
Berdasarkan Definisi 2.3 maka fungsi F  
merupakan fungsi aditif. 
Teorema 2.4 [9] Jika ( , )f HD E α∈  

dengan F  sebagai primitif-HDnya maka  
F merupakan fungsi aditif pada E . 
Bukti : 
Fungsi ( , )f HD E α∈  berarti untuk setiap 

* *x X∈  fungsi *x f  terintegral Henstock 

pada E  dan untuk setiap sel A E⊂  dan 

sel B E⊂  dengan ( ) 0A Bαµ ∩ =  berturut-

turut terdapat vektor ( )
** **

, ,f A
x Xα ∈  dan 

( )
** **

, ,f B
x Xα ∈  sehingga 

( ) ( )** * *

, ,
( )

f A

A

x x H x fα = ∫  dan 

( ) ( )** * *

, ,
( )

f B

B

x x H x fα = ∫ . 

Dengan demikian diperoleh 

( ) ( )
** * ** *

, , , ,
( ) ( )

f A f B
x x x xα α+ =  

( ) ( )* *

A B

H x f H x f+∫ ∫
 

( ) *

A B

H x f
∪

= ∫  

( )
** *

, ,
( )

f A B
x xα∪

=  

untuk setiap * *x X∈ . 
Jadi 

( ) ( ) ( )
** ** **

, , , , , ,f A f B f A B
x x xα α α∪

+ =  atau 

( ) ( ) ( )F A F B F A B+ = ∪ . ■ 

 
Akibat 2.5 [9] Jika ( , )f HD E α∈  dengan 

F  sebagai primitif-HDnya dan 

1 2, ,..., pE E E  sel-sel di dalam E  yang 

tidak saling tumpang-tindih dan 
1

p

i
i

E E
=

= U  

maka 

( )
**

, ,
1 1

( ) ( )
i

p p

i f E
i i

F E F E x α
= =

= =∑ ∑ . 

Bukti : 
Karena ( , )f HD E α∈ dengan F  sebagai 

primitif-HDnya, 
1

p

i
i

E E
=

= U
 

dengan 

0 0
i jE E∩ = ∅  untuk setiap i j≠  maka 

diperoleh 

1

( )
p

i
i

F E F E
=

 
=  

 
U  

1

**

, ,
p

i

i

f E

x
α

=

 
 
 
 

=
U

 

( ) ( ) ( )1 2

** ** **

, , , , , ,
...

p
f E f E f E

x x xα α α
= + + +  

1 2( ) ( ) ... ( )pF E F E F E= + + +  

1

( )
p

i
i

F E
=

= ∑  

( )
**

, ,
1

i

p

f E
i

x α
=

= ∑ . ■ 

Selanjutnya berdasarkan Definisi 2.1 
maka integral Henstock-Dunford pada E  
dapat dinyatakan seperti dalam teorema 
berikut. 
Teorema 2.6 [9]  Fungsi ( , )f HD E α∈  

jika dan hanya jika terdapat fungsi aditif 
: ( )F E X→I  sehingga untuk setiap 

bilangan 0ε >  dan * *x X∈  terdapat 
fungsi positif δ  pada E  sehingga jika 

A E⊂  sel dan ( ){ }, : 1, 2,...,i iD x i p= =D  

partisi Perron δ -fine pada A  berlaku 

( )*

1

( ) ( ) ( )
p

i i i
i

x f x D F Dα ε
=

− <∑  atau 

* *

1

( ) ( ) ( )
p

i i i
i

x f x D x F Dα ε
=

− <∑ . ■ 

 
3. PERLUASAN HARNACK DAN 
SIFAT CAUCHY 

Berikut ini dibahas perluasan Harnack 
dan Sifat Cauchy integral Henstock-

Dunford pada ruang Euclide n¡ . 
Teorema 3.1 [3], [5], [8]  (Ekstensi 
Harnack) Diberikan X  ruang Banach 

dan *X  ruang dualnya, volume-α  pada 
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n¡ , sel nE ⊂ ¡ , dan fungsi :f E → ¡ . 

Himpunan G  merupakan himpunan 

tertutup di dalam E  dan { }iE  1,2,3,...i =

barisan himpunan sederhana yang tidak 
saling tumpang-tindih dengan 

1
i

i

E E G
∞

=

= −U . Jika ( , )f HD G α∈  dan 

( , )if HD E α∈  untuk setiap i ∈¥  dengan 

( ) *

1
i

i E

H x f
∞

=

< ∞∑ ∫  

untuk setiap * *x X∈  maka ( , )f HD E α∈  

dan 

( ) ( ) ( )
1

i

G
iA E E

HD f HD f HD fχ
∞

=

= + ∑∫ ∫ ∫ . 

Bukti : 
Diberikan bilangan 0ε >  sebarang. 
Karena ( , )f HD G α∈  maka terdapat 

fungsi positif 0δ  pada G  sehingga untuk 

setiap partisi Perron 0δ -fine ( ){ }0 ,D x=D  

pada G  berlaku 

( ) ( )* *
0 ( ) ( )

4
G

x f x D H x f
ε

α − <∑ ∫D  

untuk setiap * *x X∈ . 

Karena ( , )if HD E α∈  untuk setiap i  

maka untuk bilangan 0ε >  di atas dan 
* *x X∈  terdapat fungsi positif iδ  pada iE  

sehingga untuk setiap partisi Perron iδ -

fine ( ){ },i D x=D pada iE  berlaku 

( ) ( )* *( ) ( )
4

i

i

E

x f x D H x f
ε

α − <∑ ∫D . 

Kemudian, karena diketahui 

( ) *

1
i

i E

H x f
∞

=

< ∞∑ ∫  

maka untuk setiap bilangan 0ε >  di atas 
terdapat bilangan asli n  sehingga untuk 
i N>  berlaku 

( ) *

2
i

i N E

H x f
ε

>

<∑ ∫ . 

Dibentuk fungsi positif δ  pada E  dengan 
rumus 

{ }

{ }

0 1

1

0

min ( ), ( ),..., ( ) ,

( )
min ( ), ( ) ,

, 1, 2,...

N

N

i
i

N k

i
i N k

x x x

x G E

x
x x

x E k

δ δ δ

δ
δ δ

=

+

∞

= +




  ∈ ∪    = 


 ∈ =


U

U

 

 
Dengan demikian untuk setiap partisi 

Perron δ -fine ( ){ },D x=D  pada E  

diperoleh 

( ) * ( ) ( )x f x Dα −∑D

 
( ) ( )* *

i
i NG E

H x f H x f
>

 
+ 

 
 

∑∫ ∫  

( ) ( )* *
0 ( ) ( )

iE

x f x D H x fα≤ −∑ ∫D  

  

( ) ( )
0

* *

1

( ) ( )
i

n

i
i i N E

x f x D H x fα
= <

+ −∑ ∑ ∑ ∫D  

( )
0

*

i
i n E

H x f
>

+ ∑ ∫
 

4 4 2

ε ε ε
ε< + + = . 

 

Hal ini berarti *x f  terintegral Henstock 

pada E  dan untuk setiap sel A E⊂  

terdapat vektor ( )
** **

, ,f A
x Xα ∈  sehingga 

( ) ( ) ( )** * * *

, ,
1

( )
i

f A
iG E

x x H x f H x fα

∞

=

= + ∑∫ ∫ . 

Dengan kata lain ( , )f HD E α∈  dan 

( ) ( ) ( )** * * *

, ,
1

( )
i

f A
iG E

x x H x f H x fα

∞

=

= + ∑∫ ∫  

Untuk setiap * *x X∈ . 
 

Jadi untuk setiap * *x X∈  diperoleh 

( ) ( ) ( )**

, ,
1

i

Gf A
iE E

x HD f HD fα χ
∞

=

= + ∑∫ ∫ . 

Ekuivalen 



Jurnal Matematika, Vol 16, No. 1, April 2013 : 8 - 12 

11 
 

( ) ( ) ( )
1

i

G
iA E E

HD f HD f HD fχ
∞

=

= + ∑∫ ∫ ∫ .■

   
Teorema 3.2 [5], [8] (Sifat Cauchy) 

Diberikan X  ruang Banach dan *X  

ruang dualnya, volume-α  pada n¡ ,dan 

sel nE ⊂ ¡ . Jika '( , )f HD E α∈  untuk 

setiap ' 0E E⊂  dan 

( ) ( )
'

' 1

lim
i

E E
i EE

HD f HD f
∞

→
=

= ∑∫ ∫  

ada maka ( , )f HD E α∈  dan 

( ) ( )
1

i
iA E

HD f HD f
∞

=

= ∑∫ ∫ . 

Bukti : 
Diberikan bilangan 0ε >  sebarang dan 

* *x X∈ . Karena '( , )f HD E α∈  untuk 

setiap ' 0E E⊂  maka terdapat fungsi 

positif 'δ  pada 'E  sehingga untuk setiap 

partisi Perron 'δ -fine ( ){ }' ,D x=D  pada 
'E  berlaku 

( ) ( )
'

' * *( ) ( )
3

E

x f x D H x f
ε

α − <∑ ∫D . 

 
Diketahui bahwa 

( ) ( )
'

' 1

lim
i

E E
i EE

HD f HD f
∞

→
=

= ∑∫ ∫  

ada, berarti untuk setiap bilangan 0ε >  

dan * *x X∈  di atas terdapat bilangan 

0η >  sehingga untuk ' 0E E⊂  dengan 

( )'E Eα η− <  berlaku 

( ) ( )
'

* *

1 3
i

i EE

H x f H x f
ε∞

=

− <∑∫ ∫ . 

 
Untuk sebarang bilangan 0ε >  dan 

* *x X∈  di atas, dibentuk fungsi δ  pada 
E  dengan rumus 

{ }' '

' '

*

min ( ) ,

( )
min ( ), ,

3 ( ) 1

x x E

x
x x E

x f x

δ

δ ε
δ

 ∈


=    
∉  

+   
. 

Diambil sebarang partisi Perron δ -fine 

( ){ }' " ,D x= ∪ =D D D  pada E , dengan 
'D  dan "D  berturut-turut partisi yang 

terkait dengan 'x E∈  dan 'x E∉ . 
Dengan demikian diperoleh 

( ) ( )* *

1

( ) ( )
i

i E

x f x D H x fα
∞

=

− =∑ ∑ ∫D  

( ) ( )' " * *

1

( ) ( )
i

i E

x f x D H x fα
∞

=

∪ −∑ ∑ ∫D D  

( ) ( )
' '

' * *( ) ( )
x E E

x f x D H x fα
∈

≤ −∑ ∫D  

( ) ( )
'

* *

1
i

i EE

H x f H x f
∞

=

+ −∑∫ ∫  

( )
'

" * ( ) ( )
x E

x f x Dα
∉

+ ∑D  

( )
'

" * ( ) ( )
3 3 x E

x f x D
ε ε

α
∉

≤ + + ∑D  

*

*

2
( )

3 3 ( ) 1
x f x

x f x

ε ε
≤ +

+
 

ε< . 

Hal ini berarti *x f  terintegral Henstock 

pada E  dan untuk setiap sel A E⊂  

terdapat vektor ( )
** **

, ,f A
x Xα ∈  sehingga 

( ) ( )** * *

, ,
1

( )
i

f A
i E

x x H x fα

∞

=

= ∑ ∫ . 

Jadi ( , )f HD E α∈  dan 

( ) ( )* *

1
i

iA E

H x f H x f
∞

=

= ∑∫ ∫ . 

Jadi untuk setiap * *x X∈  diperoleh 

( ) ( )
1

i
iA E

HD f HD f
∞

=

= ∑∫ ∫ . ■ 

 
4. PENUTUP 

Dari pembahasan di muka diperoleh 
kesimpulan bahwa perluasan Harnack dan 
sifat Cauchy pada integral Henstock  dapat 
digeneralisasi untuk integral Henstock-

Dunford pada ruang Euclide n¡ . Untuk 
penelitian lebih lanjut, dapat dikaji 
mengenai sifat-sifat smal Riemann sums 
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fungsi terintegral Henstock-Dunford pada 

ruang Euclide n¡ . 
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