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(THE MOORE PENROSE INVERSE OF MATRICES OVER
COMMUTATIVE RING WITH UNITY)

Titi Udjiani SRRM
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Abstrak

Jika A adalah matriks dengan elemen Ring komutigiifgan elemen satuan
yang berukuran mxn maka matriks invers dari A yaligebut dengan
matriks invers Moore Penrose dari A ditulis G(A)pdadiperoleh dengan
memenuhi syarat perlu dan cukup agar G(A) merupaksars Moore
Penrose dari A

Kata Kunci : invers matrik, ring komutatif

1 PENDAHULUAN

Sudah diketahui bahwa invers matriks bujur sandkagan determina0
dapat diperoleh dengan menggunakan pertolonganksatdjoint Pengertian
matriks invers dari matriks berukuran mxn dengaamen bilangan riil yang
sekarang dikenal dengan sebutan matriks inverserdViBenrose (Moore E. H.,
1920 ). Tulisan ini membahas penentuan matriker;Woore Penrose G(A)
dari matriks atas ring komutatif dengan elemenaaty dan menentukan syarat

perlu dan cukup agar G(A) merupakan invers Mooredse dari A.

2. MATRIKSINVERS MOORE PENROSE

Dalam tulisan ini, R adalah ring komutatif dengdenmeen satuan dan
dengan involusi.... Involusi ... adalah pemetaan @ R - alR sedemikian

sehingga untuk setiap abR berlaku :

(1) a b= a+b; (2) ab= ab; (3) a=a

Selanjutnya M adalah himpunan matriks atas ring R dengan involus
(&) - (&)*= (a_ji) , sedemikian sehingga berlaku :
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() (A+B)* = A*+B*
(i) (AB)* = B*A*
(i) A = A

dengan ukuran matriks A dan B memenuhi kondistak.a

Definisi 1 (R.B.Bapat,1992)

Suatu matriks ALl Mg dikatakan mempunyai invers Moore Penrose dij\a
terdapat matriks A0l Mg sedemikian sehingga : (i) AA = A; (i) AAAT =
A

(i) (AA ) = AA™; (iv) (A'A)* = A'A

Jika A" ada maka tunggal dan disebut invers Moore Pemtaise\.

Teorema 2(R.B.Bapat,1992)

Diketahui Al Mg.

Pernyataan di bawah ini berlaku untuk setiap inwsre Penrose dari A

a. (A=A

b. (A*)" = (A")*

(AA*) " = (A"* A" dan (A*A)" = A"(A%) "

d. AA", A'A, I- AA”, |- AA adalah hermit dan idempoten.

o

Notasi:

A [0 Mg yang berukuran m x n

Qr. m adalah himpunan dari himpunan bagian beruratarfas,op, ... o) dengan
1<y <w<..<ou<m

Qr, n adalah himpunan dari himpunan bagian berurgitarfs, 2, ... pr) dengan
1<Bi<PB2<...<B<n

Aj adalah sub matriks A yang ditentukan oleh bassigedengam. dan kolom
sesuai dengap. Jikaa = (01,02, ... am) makaAg cukup ditulis A . JikaB = (B4,
P2, ... Pn) makaAj cukup ditulis A.

A = (gi) I Mg yang berukuran m x n
a = (o,02, ... o) O Q mdan 1<) <m, jO a artinya terdapat indeks t sedemikian

sehingga j =@untuk suatu indeks t atau t = j4)
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Demikian jugaB = (B1, B2, -.- Br) U @, ndan 1< i< n, i0 P artinya terdapat
indeks s sedemikian sehingga ffsatau s = {f)

Jika j00 a dan i0] p maka kofaktor elemen; gubmatriksAg dari Am xn)
adalah(-1)"® det Aj'denganog; O Qu1, m berisi elemen-elemen dengan
mengabaikan baris ke | dap [0 Q.1 m berisi elemen-elemer dengan
mengabaikan kolom ke i.

Selanjutnya jika [ o dan 1I<k<m didefinisikanAgM) adalah matriks berukuran

r x r yang sama dengan matrilés; , kecuali pada elemengadari baris j)

diganti secara bersesuaian dengan elemen-elegen a

Teorema 3 (R.B.Bapat,1992)
Jika A = (a) O Mg dengan rank r,
a= (o, a2, ...,0) O Qr m
B=Pubz . P)IQnj0a 1<k<m, 1<h<nmaka
1. DetA;"" = ) (-1y“Pg, detA]
iop

2. a,detA] = > a, detAjl v .
it

Bukti :
(1) Dengan menggunakan ekspansi baris ke k

detAy " = > (=D a, detAy = > (-7 a, detAy

s=1 iop
(2) Diambil A%} adalah matriks berukuran (r + 1) x (r + 1) yangadigun oleh
baris-baris @1, az, ... , a;, k) dan kolom-kolom [, B2, ... , Br, h) dari A.
Karena rank A = r maka semua minor yang berukuranl( x (r + 1) bernilai

nol. Akibatnya A{51) = 0. Dengan menggunakan ekspansi kolom terakhir

diperoleh :

t+(r+1)

0= z (-1 3 n detA[(;"" ¥ 4 (=) DD a,, detAs
=1
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Ay deth] = 3°(-1"a, , detAf = ¥ ()" a, deta”
t=1 i
= 2 (_1)j(a)+r ajh (_1)r—j(a) detAZ(j“k) = Zajh detAZ(“k)
0o i
(Terbukti)

Teorema 4 (R.B.Bapat,1992)

Diketahui A 0 Mg (mxn) dengan rank r. Jika u(A) =) > detAjdetA;
Aty i BOQ;

mempunyai invers Moore Penrose U(Adi R dan g = u(A)’

D> D ()P detA7 detAl . Maka G(A) = (g(A)) adalah invers Moore
Ay i B
0o 0B
Penrose dari A jika dan hanya jika u(A) u{fA) = A.
Bukti :

Selanjutnya untuk menyederhanakan penulisan ditulis dengan .
alQ m a

0@ AGAN  =Xa0,= da/u@) Y Y (<)@ deta] detA?
i=1 i=1 a B

0o 0B

H(A)* Zn: D detAl> (-1, detA]
a B ]

i 0B
= u(A)" )Y detA] detAll-Y

a 7

i

Jika j = k, detAjl- = det A] sehingga (A G(A})F u(A)"D.D detA] detA;
a B

fin"g
= (A G(A))u
Jika j# k dan kO o, maka terdapat dua baris yang sama sehitejg " =0

Jika j# k dan kOa, aj O Q,m adalah elemen-elemen daridengan mengganti |

dengan k.
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detAzl = (=1)" ") det A"
jika'y = o) makaa =y,
(AG@), = ua)y 33 detA%detAlw
a B

Oa
kCa

u(A)" D3 (1) detA; detA
o B

j o
kDo

u(A)" D" (-1)" " detA ) detA]
p

y
Ky
Oy

= u(A) Y. > detA] detA*? = (A G(A)
oy "
Oy

Sampai di sini terbukti bahwa (A G(A)F A G(A).

m
ZGiajh
j=1

(i)(G(A) A)in

71

D u(A)*Zﬁz (1) detAl detA; a,,
Oo iCB

= u(A) D D detAl> (=)@ Pq, detA
B j

itB D

= U(A) DY detAjdetA;
a i%ﬁ
Jikai=h;
detA; = detA] sehingga (G(A) A) = u(A) zﬁzdetAg detA]
i0g

= uAn(a) = (GRA),

Jika #h, 3 maka terdapat dua kolom yang sama sehirdgga; = 0

Baom
Jika #h, hJB. Bin 0 Qrmadalah elemen-elemen d@rdengan mengganti i dengan
h.
Jikad = Bin makap = .
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@A), = u@y Y > detAjdetA;
a p

= UA) YY) (1O detAl det Al
ap

IB
hCB

= U(AT 33 ()@ detAl detAy

hOo
i0o

= u(A)" D> detA] detA; = (G(A) A

hod
i0o

Terbukti (G(A) A) = G(A) A

(i) AGA)A) = 3 (AGA),a,

Zh: u(A)" >, ZB: detA; detA;"a,,

hCo

u(A)" > detA;> a, detA "
a B h

hCo

u(A)" > > detAsa; detA;
P

©(A) QD detAsdetAl )a; = u(A) u(A) a;.
P

A G(A) A u(A) u(A) A= u(A) u(A) A= A

(iv) (G(A) A G(A))j Qik AnOhnj

=~

i NgE

>

1
g

1 k=1

= 3 3 u@) Y > (-1 detAs detAs x
h kK B

o
kDo iCB

anx [u(A) Y. (-1)" ) detA! detAl

y o
By hid

26



JURNAL MATEMATIKA DAN KOMPUTER
Vol. 7. No. 1, 20 - 30, April 2004, ISSN : 1410-81

G(A) A G(A) = G(A)

LA TS ST (-1)0HdetAr detA)
a By )

0B Oy

(ZZ(—l)k(“)*h(a)detAgik a,, detA j

h8 kDo
LA TS 3 (1) detAsdetA)
o B v 3
0B Oy

> (-1)HeldetAy a, detAg;]

h3 kDo

[ua) ]2 3 (2P0 deta; deta;
p

oY
0B Oy

u(A) >SS (-1, detAs detAgj

a & hid ko

u(A)" u(A) g; = g

Dari (i),(ii),(iii) dan (iv) terbukti bahwa G(A) adah invers Moore Penrose dari A.
= karena A G(A) A = u(A) u(AA; G(A) A G(A) = G(A); (A G(A)* = A G(A);
(G(A) A)* = G(A) A maka A = G(A) jika dan hanya jika u(A) u(An = A

(terbukti).

Contoh :
2 2 2 4

Diberikan A=/2 0 2 0|UM, denganrankr=3.
3431

27



INVERS MATRIKS MOORE PENROSE ATAS RING ... (Titi Udjhi SRRM)

Akan ditentukan matriks invers Moore Penrose G(&) 4.

j=1,2,3;i=1,2,3detA;

1=1,2,35i=1,2, 4 detAg

1=1,2,3i=1, 3, 4detAg

1=1,2,3;1=2,3, 4detAg

= det

= det

= det

= det

U(A)=0.0+3.3+0.0+22=3;

2
0
4

ul™ 2

— _q\+1 0 _qy+l 0 Y+l 2 —
th1=2{(-1) .o.‘4 j+(1)1 .3.‘4 i‘+(1)1 .o.‘g i‘} 0

Dengan cara sama diperoleb, g 4 ;93= 0;¢1=1; ¢,=0;033=1;3:=0

v 32=4,33=0,;091=1;02 =1;g3=2. Sehingga G(A)

0

IS

0
1

= B~ O

0

1
ol
2

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa G(A) adalahns&oore Penrose dari A.

(i) A G(A) A

1
N
o
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0 4 0] 0 40 0 40
1012224101 101
(i) G(A) A G(A) = 2 020 = = G(A)
0 40 0 40 0 40
34 31
11 2f 11 2 11 2
1 0 O]
(iii) (A G(A)) =10 1 0|=AG(A)
0 0 1
3 0 30
0100
iv) (G(A) A = = G(A) A
(iv) (G(A) A) 3030 (A)
0001

Dari (i), (ii), (iii) dan (iv) terbukti A = G(A). Selanjutnya u(A) u(Ap = 3.2.A =
A
Dalam hal ini u(A) u(Aj = e(A) disebut Moore indempotent dari A.

3. KESIMPULAN
Jika A adalah matriks berukuran m x n atas ring kiatif dengan elemen

satuan dan rank A = r, maka matriks invers Moomr®&se dari A adalah

G(A)=(gj(A)) dengan g = = u(Ay > D (-1)"PWdetAfdetAT dan
adQr,m £0Qr,n
i0e  i0g

u(hA) = z ZdetAZdetAg mempunyai invers Moore Penrose u(4) R.
aDQr,m ﬂDQr,n

Syarat perlu dan cukup agar G(A) merupakan invessril Penrose dari A adalah
u(A) u(A)* A = A.
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