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Abstrak 

 
Jika A adalah matriks  dengan elemen Ring komutatif dengan elemen satuan 

yang berukuran mxn maka matriks invers  dari A yang disebut dengan 

matriks invers Moore Penrose dari A ditulis G(A) dapat diperoleh dengan 

memenuhi syarat perlu dan cukup agar G(A) merupakan invers Moore 

Penrose dari A 

Kata Kunci : invers matrik, ring komutatif  

 

1.  PENDAHULUAN 

Sudah diketahui bahwa invers matriks bujur sangkar dengan determinan≠0 

dapat diperoleh dengan menggunakan pertolongan matriks adjoint  Pengertian 

matriks invers dari matriks berukuran mxn dengan elemen bilangan riil yang 

sekarang dikenal dengan sebutan matriks inverse Moore Penrose (Moore E. H., 

1920 ). Tulisan ini  membahas penentuan matriks invers Moore Penrose  G(A) 

dari matriks atas ring komutatif dengan elemen satuan A dan menentukan syarat 

perlu dan cukup agar G(A) merupakan invers Moore Penrose  dari A. 

 

2.  MATRIKS INVERS MOORE PENROSE 

Dalam tulisan ini, R adalah ring komutatif dengan elemen satuan dan 

dengan involusi .... Involusi ... adalah pemetaan a ∈ R → Ra∈ sedemikian 

sehingga untuk setiap a, b ∈ R berlaku :  

(1)  b  a    b  a +=+ ;  (2)  b . a    b a = ;  (3)  a  =a  

 

Selanjutnya MR adalah himpunan matriks atas ring R dengan involusi :  

(aij) → (aij)* = )( jia , sedemikian sehingga berlaku :  
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 (i)  (A + B)* =  A* + B* 

   (ii) (AB)*   =  B*A* 

   (iii)   A**   =  A 

dengan ukuran matriks A dan B memenuhi kondisi di atas. 

 

Definisi 1 (R.B.Bapat,1992) 

Suatu matriks A ∈ MR dikatakan mempunyai invers Moore Penrose di MR jika 

terdapat matriks A+ ∈ MR sedemikian sehingga : (i)   AA+A =  A ; (ii)  A+AA+  =  

A+ ;   

(iii) (AA +)*  =  AA+ ;  (iv) (A+A)*  =  A+A 

Jika A+ ada maka tunggal dan disebut invers Moore Penrose dari A. 

Teorema 2(R.B.Bapat,1992) 

Diketahui A ∈ MR. 

Pernyataan di bawah ini berlaku untuk setiap invers Moore Penrose dari A 

a. (A++) = A 

b. (A*) + = (A+)* 

c. (AA*) + = (A+)* A + dan (A*A)+ = A+(A*) + 

d. AA+, A+A, I- AA +, I- A+A adalah hermit dan idempoten. 

Notasi: 

A ∈ MR yang berukuran m x n 

Qr, m adalah himpunan dari himpunan bagian berurutan α = (α1,α2, … αr) dengan  

1 ≤ α1 < α2 < … < αr ≤ m 

Qr, n adalah himpunan dari himpunan bagian berurutan β = (β1, β2, … βr) dengan  

1 ≤ β1 < β2 < … < βr ≤ n 

α

βA  adalah sub matriks A yang ditentukan oleh baris sesuai dengan α dan kolom 

sesuai dengan β. Jika α = (α1,α2, … αm) maka α

βA cukup ditulis Aβ . Jika β = (β1, 

β2, … βn) maka α

βA cukup ditulis Aα.   

A = (aji) ∈ MR yang berukuran m x n 

α = (α1,α2, … αr) ∈ Qr, m dan 1 ≤ j ≤ m,  j ∈ α artinya terdapat indeks t sedemikian 

sehingga j = at untuk suatu indeks t atau t = j(α a) 
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Demikian juga β = (β1, β2, … βr) ∈ Qr, n dan 1 ≤ i ≤ n,  i ∈ β artinya terdapat 

indeks s sedemikian sehingga i = βs atau s = i(β) 

Jika j ∈ α dan i ∈ β maka kofaktor elemen aij submatriks α

βA  dari A(m x n)  

adalah (-1)j(α)+i(β) det j

i

α

βA dengan αj ∈ Qr-1, m berisi elemen-elemen α dengan 

mengabaikan baris ke j dan βi ∈ Qr-1, m berisi elemen-elemen β dengan 

mengabaikan kolom ke i. 

Selanjutnya jika j ∈ α dan 1 ≤ k ≤ m didefinisikan k)(jα

βA ← adalah matriks berukuran 

r x r yang sama dengan matriks αβA , kecuali pada elemen ajβ, dari baris j(α) 

diganti secara bersesuaian dengan elemen-elemen akβ. 

 

Teorema 3 (R.B.Bapat,1992) 

Jika A = (aji) ∈ MR dengan rank r,  

α = (α1, α2, …, αr) ∈ Qr, m 

β = (β1, β2, …, βr) ∈ Qr, n, j ∈ α, 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ h ≤ n maka  

1.  Det k)(jα

βA ←  =  ∑
∈

+

β  i

α

βki
i(β(j(α( j

i
Adet a(-1)   

2. α
βAdetakh  =  )(deta jh

kjA
j

←∑
∈

α
β

α
  . 

Bukti : 

(1) Dengan menggunakan ekspansi baris ke k 

 det k)(jα

βA ←

  
=  j

βss

α

β

r

1
kβ

s)j( A deta )1(∑
=

+−
s

α  =  j

i

α

β

βi
ki

)β(i)j( A deta )1(∑
∈

+− α  

(2) Diambil ),(
),(A k

h
α
β  adalah matriks berukuran (r + 1) x (r + 1) yang dibangun oleh 

baris-baris (α1, α2, … , αr, k) dan kolom-kolom (β1, β2, … , βr, h) dari A. 

Karena rank A = r maka semua minor yang berukuran (r + 1) x (r + 1) bernilai 

nol. Akibatnya ),(
),(A k

h
α
β  = 0. Dengan menggunakan ekspansi kolom terakhir 

diperoleh : 

0 = α
β

α
βα

α AaAa kh
rrk

h

rtr

t

t

t
det)1(det)1( )1()1(),(

,

)1(

1

+++
++

=

−+−∑  
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α
βAdetakh   =  

),(

1
h, deta)1(

t

k
r

t

rt tA αα
βα∑

=

+− =  ),(
jh

)( deta)1( k

j

rj jA α
β

α

α∑
∈

+−  

  =  )(det)1(a)1( )(
jh

)( kjAjr

j

rj ←−

∈

+ −−∑
α
β

α

α

α =  )(deta jh
kjA

j

←∑
∈

α
β

α
  

(Terbukti)
   

Teorema 4 (R.B.Bapat,1992) 

Diketahui A ∈ MR (mxn) dengan rank r. Jika u(A) = α
β

α β

α
β AA

mr nrQ Q

detdet
, ,

∑ ∑
∈ ∈

 

mempunyai invers Moore Penrose u(A)+ di R dan gij  =  u(A)+ 

∑ ∑
∈

∈
∈

∈

+−
α

α
β

β

α
β

α
β

βα

j
Q

i
Q

ij

mr nr

j

i
AA

         

)()(

, ,

detdet)1( . Maka G(A)  = (gij(A)) adalah invers Moore 

Penrose dari A jika dan hanya jika u(A) u(A)+A  =  A. 

Bukti : 

Selanjutnya untuk menyederhanakan penulisan ∑
∈ mrQ ,α

 ditulis dengan ∑
α

. 

⇐ (1). (A G(A))kj   = ∑
=

n

i
ijki ga

1

=  ∑ ∑∑
=

∈ ∈

++

















−
n

i
j i

ij
ki

j

i
AAAua

1

)()( detdet)1()( α
β

α
α

β
β

α
β

βα  

                                    =  ∑∑ ∑
∈ ∈

++ −
n

j i

ki
ij j

i
AaAAu

α
α

α
β

β
β

β

βαα
β det)1(det)( )()(  

   =  ( )kjAAAu

j

←∑∑
∈

+ α
β

α
α β

α
β detdet)(  

Jika j = k, det ( )kjA ←α
β = det α

βA     sehingga (A G(A))jj =  α
β

α
α β

α
β AAAu

j

detdet)( ∑∑
∈

+  

                 =  ( )jjG(A)A  

Jika j ≠ k dan k ∈ α, maka terdapat dua baris yang sama sehingga ( ) 0det =← jjA
α
β  

Jika j ≠ k dan k ∉α, αjk ∈ Qr,m adalah elemen-elemen dari α dengan mengganti j 

dengan k. 
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( ) jkjkkj AA
kj α

β
ααα

β det)1(det )()( +−=←  

jika γ = αjk maka α = γkj. 

( )kjAG(A)   =  u(A)+ )(detAdet 

k
j

kjA ←∑∑
∉
∈

α
β

α
α

α β

α
β  

 = u(A)+ jkjk α

β

α

β

αk
αj

α β

)k(αj(α( detAdetA1)(∑∑
∉
∈

+−  

  =  u(A)+ γ

β

γ

β

γj
γk

γ β

k(γ()j(γ Adet  Adet 1)( kjkj∑∑
∉
∈

+−  

                 =  u(A)+ j)(kγ

β

γj
γk

γ β

γ

β Adet  Adet ←∑∑
∈
∈

 =  (A G(A))jk 

Sampai di sini terbukti bahwa (A G(A))* =  A G(A). 

(ii)(G(A) A) ih  =  ∑
=

m

1
jhiaG

j

 

=  ∑∑∑
∈ ∈

+

=

+ −
αj

α
βi

β

jh
α

β

α

β

i(β(j(α(
m

1j

a Adet   Adet 1)(u(A) j

i
 

            = u(A)+ ∑∑ ∑
∈ ∈

+−
α

βi
β

αj
j

)()(α

β det)1(Adet j

i
Aa jh

ij α
β

βα  

=  u(A)+ ∑∑
∈

←
α

β
β

α
β

α
β

i

hj
AA

)(
detdet  

Jika i = h; 

α
β )(

det
hj

A
←

=  α
βAdet  sehingga (G(A) A)ii  =  u(A)+ α

β
α

β
β

α
β AA

i

detdet∑∑
∈

 

                                 =  u(A)+ u(A)  =  ( )iiG(A)A  

Jika i≠h, h∈β maka terdapat dua kolom yang sama sehingga 0Adet α

β h)(i
=

←
 

Jika i≠h, h∉β. βih ∈ Qr,m adalah elemen-elemen dari β dengan mengganti i dengan 

h. 

Jika δ = βih maka β = δhi.  
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( )ihG(A)A  =  u(A)+ ∑∑ ←

∉
∈

α

α
β

α
β )(

detdet

βh
βi

β
hi

AA  

=  u(A)+ ∑∑
∉

∈

+−
α

α
β

α
β

ββ
ih

ih AAhi detdet)1(

βh
βi

β

)()(  

      =  u(A)+ ∑∑
∉
∉

+−
α

α
δ

δ
δ

δ

α
δ

δδ AA

i
h

hi

hi

hi detdet)1( )()(   

= u(A)+ α
β

α

δ
δ

δ

α
δ )(

detdet

i
h

hi
AA

←∑∑
∉
∈

    =  (G(A) A)ih  

Terbukti (G(A) A)*  =  G(A) A 

(iii) (A G(A) A)  = ∑
=

m

1h
hjih aG(A))(A   

= hj
α

β

h
αh

α β

α

β aAdetAdet u(A) i)(h←∑ ∑∑
∈

+  

     = i)(hα

β

αh

hj
α β

α

β AdetaAdet u(A) ←∑∑∑
∈

+

h

 

= α

βij
α β

α

β AdetaAdet u(A) ∑∑+

 
                          = ij

α

β

α β

α

β a )AdetAdet(u(A) ∑∑+  =  u(A)+ u(A) aij. 

A G(A) A   =  u(A)+ u(A) A =  u(A) u(A)+ A =  A 

(iv) (G(A) A G(A))ij  =  ∑∑
= =

n

1h

m

1k
hjkhik ga g  

  =  ( ) ( )  xAdet  Adet 1)(u(A) k

i

α

β

αk
α

βi
β

α

β

βiαk

k
∑∑∑∑

∈ ∈

++ −
h

 

       akh x ( ) ( )

















−∑∑
∈ ∈

++

γj
γ

δh
δ

γ

δ

γ

δ

δhγj j

h
Adet   Adet 1)()u(A   
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  =  [ ] ( ) ( )

















−∑∑∑∑
∈ ∈

++

α
βi

β
γj

γ δ

β

α

β

γjβi2
Adet   Adet 1)()( γAu  

       ( ) ( ) 






 −∑∑
∈ ∈

+

δh αk

γ

δkh
α

β

δhαk j

h

k

i
Adet  a  Adet 1)(  

  =  [ ] ( ) ( )

















−∑∑∑∑
∈ ∈

++

α
βi

β
γj

γ δ

β

αγjβi2
Adet Adet 1)()( γ

δAu  

      ( ) ( ) 






 −∑∑
∈ ∈

+

δh αk

γ

βkh
α

δ

δhαk j

i

k

h
Adet  a  Adet 1)(  

  =  [ ] ( ) ( )

















−∑∑
∈ ∈

++

βi
β

γj
γ

γ

β

γ

β

γjβi j

i
Adet   Adet  1)( u(A)  

      ( ) ( ) 






 −∑∑∑∑
∈ ∈

++

α δ δh αk

α

δ

α

δkh
δhαk Adet  Adet a1)()( k

h
Au  

  =  u(A)+ u(A) gij =  gij 

 G(A) A G(A) = G(A) 

Dari (i),(ii),(iii) dan (iv) terbukti bahwa G(A) adalah invers Moore Penrose dari A. 

⇒ karena A G(A) A = u(A) u(A)+A; G(A) A G(A) = G(A); (A G(A))* = A G(A); 

(G(A) A)* = G(A) A maka A+ = G(A) jika dan hanya jika u(A) u(A)+A = A 

(terbukti). 

 

Contoh : 

Diberikan A = 
5ZM

1343

0202

4222

∈
















 dengan rank r = 3. 
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Akan ditentukan matriks invers Moore Penrose G(A) dari A. 

j = 1, 2, 3 ; i = 1, 2, 3 ; α

βAdet  = det 

















343

202

222

= 0 

j = 1, 2, 3 ; i = 1, 2, 4 ; α

βAdet  = det 

















143

002

422

= 3 

j = 1, 2, 3 ; i = 1, 3, 4 ; α

βAdet  = det 

















133

022

422

= 0 

j = 1, 2, 3 ; i = 2, 3, 4 ; α

βAdet  = det 

















134

020

422

= 2 

u(A) = 0.0 + 3.3 + 0.0 + 2.2 = 3;            u(A)+ = 2 

g11 = 2 { (-1)1+1.0.
34

20
 + (-1)1+1.3. 

14

00
 + (-1)1+1.0. 

13

02
 } = 0 

Dengan cara sama diperoleh  g12 =  4 ; g13 =  0 ; g21 = 1 ;  g22 = 0 ; g23 = 1 ; g31 = 0 

; g32 = 4 ; g33 = 0 ; g41 = 1 ; g42  = 1 ;g43 = 2.  Sehingga G(A)  =  



















211

040

101

040

. 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa G(A) adalah invers Moore Penrose dari A. 

 (i) A G(A) A =  



















































1343

0202

4222

211

040

101

040

1343

0202

4222

   

  =  

















1343

0202

4222

 =  A 
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(ii) G(A) A G(A) =  





















































211

040

101

040

1343

0202

4222

211

040

101

040

 =  



















211

040

101

040

 =  G(A) 

(iii) (A G(A)) =  

















100

010

001

 =  A G(A) 

(iv) (G(A) A) =  



















1000

0303

0010

0303

  =  G(A) A 

Dari (i), (ii), (iii) dan (iv) terbukti A+ = G(A).  Selanjutnya u(A) u(A)+A = 3.2.A = 

A 

Dalam hal ini u(A) u(A)+ = e(A) disebut Moore indempotent dari A. 

 

3.  KESIMPULAN 

Jika A adalah matriks berukuran m x n atas ring komutatif dengan elemen 

satuan dan rank A = r, maka matriks invers Moore Penrose dari A adalah  

G(A) = (gij(A)) dengan  gij  = = u(A)+ ∑ ∑
∈
∈

∈
∈

+

α
α

β
β

α
β

α
β

βα

  j 
m Qr,  

  i  
n Qr,  

)i(  )j(  Adet Adet (-1) j

i
dan 

u(A)  =  α
β

α β

α
β AA

mr nrQ Q

detdet
, ,

∑ ∑
∈ ∈

 mempunyai invers Moore Penrose u(A)+ di R. 

Syarat perlu dan cukup agar G(A) merupakan invers Moore Penrose dari A adalah 

u(A) u(A)+ A  =  A. 
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