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Abstrak

Tulisan ini membahas sifat ideal kuasi regular dandari pengertian elemen

kuasi regular dan sifat-sifatnya. Dari pengertidamen kuasi regular dapat

dipergunakan untuk membangun pengertian ideal kegsiar. Ideal kuasi regular

kanan adalah ideal kanan dari suatu ring dan seksEpennya adalah elemen kuasi
regular kanan. Ideal kuasi regular kiri adalah lidéa dari suatu ring dan setiap

elemennya adalah elemen kuasi regular kiri. Unteknpelajari ideal kuasi lebih

lanjut juga dituliskan tentang Jacobson radikal.

Kata Kunci : elemen kuasi regular, ideal kuasi regular, JacoBalikal

1. PENDAHULUAN

Ideal dari ring T merupakan sub ring T dengan siéeitg khusus(Fralegih,
1996). Bila dalam ring didefinisikan operasi buraafo” yang mengaitkan dua
anggota sembarang dari ring T akan membawa konsskkensekuensi logis
yang menarik untuk ditelusuri. Dari operasi "o" arahula akan didefinisikan
elemen kuasi reguler baik elemen kuasi regulermk@upun elemen kuasi reguler
kanan. Dari pengertian elemen kuasi regular kipadalibangun pengertian ideal
kuasi regular kiri dan juga sebaliknya dari pehgerelemen kuasi regular kanan
dapat dibangun pengertian ideal kuasi regular kafanulis mengahasilkan
masing-masing contoh dari pengertian-pengertianatds. Tulisan ini akan
menampilkan sifat-sifat elemen kuasi regular, idkahsi regular dan sifat-
sifatnya, lebih lanjut juga akan menampilkan hulamgacobson Radikal dengan

ideal kuasi regular. Untuk sifat- sifat tersebutiydes menuliskan bukti-buktinya.
2. PEMBAHASAN

Untuk mempelajari ideal kuasi regular kiri dan kandefinisi 2.1 berikut

perlu diikuti dengan cermat.
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Definisi 2.1 (Brown,1993)

Diberikan operasi “0“ pada ring T yaitu, x 0 y =yexy, [IX,y [ T.

a) Suatu elemenXT disebut kuasi regular kiri, jika y o x = 0, untskatu yIT.
Suatu elemen XIT disebut kuasi regular kanan jika, x 0 z = 0, Unduatu
z[OT. Suatu elemen disebut kuasi regular jika elememadalah kuasi regular
kiri dan kuasi regular kanan.

b) Suatu ideal kiri (kanan) U dari T disebut ideal suaegular jika setiap
anggotanya adalah kuasi regular kiri (kanan).

Dari definisi 2.1 perlu dituliskan contoh-contohtwk tiap hal yang
didefinisikan.

a) Misalkan T adalahZ vyaitu himpunan bilangan bulat, dengarZ,st+>
merupakan suatu ring. Perhatikan bahwa {2} merupaamen kuasi regular
kiri sebab untuk 2Z berlaku 2 o 2= 2+2 -(2.2)=0. Juga {2} merupakan
elemen kuasi regular kanan sebab untukZberlaku 2 o 2= 2+2 -(2.2)=0.
Karena {2} merupakan elemen kuasi regular kiri maugkanan maka {2}
merupakan elemen kuasi regular. Oleh karena itandating Z, {2}
merupakan elemen kuasi regular.

b) Diberikan Z4,.,+> merupakan suatu ring. U={0,2} merupakan iddal dari
<Z4.,+> dan setiap elemen U merupakan elemen kugsiarekiri. Jadi U
adalah ideal kuasi regular kiri darZs.,+>. Perhatikan bahwa U={0,2} juga
merupakan ideal kanan dariZs.,+> dan setiap elemen U merupakan elemen
kuasi regular kanan. Jadi U adalah ideal kuasilaedranan dari Z4,.,+>

c) Diberikan <Z,,.,#> merupakan suatu ring. Pertimbangkan bahwa {0}
merupakan elemen kuasi regular kiri sebab untuk Oberlaku 000= 0+0-
(0.0)=0 dan {0} merupakan elemen kuasi regular kasabab untuk 0 Z,
berlaku 000= 0+0-(0.0)=0. Karena {0} merupakan edankuasi regular Kiri
sekaligus elemen kuasi regular kanan maka {0} nmaap elemen kuasi
regular dalam ring Z,,.,+>. Akan tetapi {1} bukanlah elemen kuasi regula
kiri dalam ring <Z5,.,+> sebab untuk setiapl¥, berlaku yol = y+1 - (y.¥0

dan {1} juga bukan elemen kuasi regular kanan datarg <Z,,.,+> sebab

20



JURNAL MATEMATIKA DAN KOMPUTER
Vol. 7. No. 2, 19 - 25, Agustus 2004, ISSN : 14518

untuk setiap @Z, berlaku 1oz = 1+z - (1.20. Pertimbangkan lagi bahwa {0}
merupakan ideal kiri dari%,.,+> dan setiap elemennya merupakan elemen
kuasi regular kiri, sehingga {0} merupakan ideahbgi regular kiri. Juga {0}
merupakan ideal kanan daZs.,+> dan setiap elemennya merupakan elemen

kuasi regular kanan, sehingga {0} merupakan i#taaki regular kanan.

Setelah pengertian-pengertian elemen kuasi redalaideal kuasi regular

diberi contoh berikut dituliskan sifat-sifatnya aal teorema 2.2.

Teorema 2.2(Brown,2003)

Diberikan T suatu ring maka berlaku,

a) Suatu elemenXT merupakan kuasi regular kiri (kanas) (1-x) mempunyai
invers kiri (kanan) di T.

b) Suatu elemenXT merupakan kuasi regula¥r (1-x) U(T).

c) Jika U merupakan ideal kiri atau ideal kanan dadiiana U adalah kuasi

regular maka setiap elemen di U adalah kuasi regula

Bukti :

a) Suatu elemenXT merupakan kuasi regular kiri (kanag) (1-x) mempunyai
invers kiri (kanan) di T.
=
Misalkan x kuasi regular kiri di T maka 0=yo x=yx¥; untuk suatu MT.
Perhatikan bahwa (1-y)(1-x)=1-x-y+xy=1-(y+x-xy)=161. Karena (1-y)(1-
x)=1 maka (1-x) mempunyai inveksi.
U
Diketahui (1-x) punya invers kiri. Misalkan z(1-¥)=untuk suatu z di T. Tulis
z=1-y, untuk suatu y di T, maka (1-y)(1-x)=1 akibat y o x=0. Akibatnya x
adalah kuasi regular kiri dari A.

Catatan : untuk kuasi regular kanan bukti serupa.

b) Suatu elemenXT disebut kuasi regulas (1-x)1 U(T).
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=N
Karena diketahui x adalah elemen kuasi regular niaka yox=0= x0z, untuk
suatu y,z di T. Karena operasi “0” assosiatifakihempunyai y = yoO =
yo(xoz) = yox)oz = 0oz=z, karena itulah maka yoxx@¢% Kemudian seperti
pada bagian a) didapat kesimpulan bahwa (1-yx1;8ytinya 1-XJU(T).
U
Diketahui (1-x)JU(T), dibuktikan U merupakan kuasi regular. Kargia
X)OU(T), maka untuk suatu z anggota T berlaku bahwax}€(1-x)z=1, tulis
z=1-y untuk suatu y anggota T. Selanjutnya jugaakar (1-y)(1-x)=1-x-
y+xy=1-(x+y-xy)=1. Akibatnya x+y-xy=0 sehingga x=g. (1-x)(1-y)=1-y-
x+xy=1-(y+x-xy)=1. Akibatnya y+x-xy=0 sehingga @ x =0. Dengan
demikian didapat x o y =0=y 0 x maka x adalah kregular

c) Misalkan U adalah ideal kiri dari T, U adalahaki regular, dan x sebarang
elemen di U, maka dari definisi kita mengetahuiviba x adalah kuasi regular
kiri. Dengan demikian diperoleh y+x-xy=yox=0, untsatu y di T. Karena U
ideal kiri dari T, maka mengakibatkan y di U. Demdgata lain y adalah kuasi
regular Kiri. Misalkan berlaku zoy=0. Seperti padab)
z=z00=zo(yox)=(zoy)ox=00x=x. Karena itulah xoy=0xydkibatnya x adalah
kuasi regular dankarena x elemen sebarang di U, maka berlaku apseti

anggota U merupakan kuasi regular .||

Untuk mempelajari sifat-sifat ideal kuasi regulabih lanjut perlu
didefinisikan pengertian Jacobson Radikal kiri dhctobson Radikal kanan
dalam definisi 2.3 berikut ini.

Definisi 2.3(Brown,1993)

Sekarang akan didefinisikan Jacobson Radikal kari d, diberi notasi (J(T)).
dimana

J(M=n {Annt(M)| M suatu T-Modul kiri yang tak terreduksi }ad Jacobson
Radikal kanan dari T, diberi notasi({0) dimana

J(M)=n {Ann(M)| M suatu T-Modul kanan yang tak terreduksi }.
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Untuk pengertian Modul kiri yang tak terreduksndaodul kanan yang
tak terreduksi pembaca dapat mempelajari dalam(Ati892). Selanjutnya kaitan

antara Jacobson radikal dan ideal kuasi regulalisktin dalam teorema 2.4.

Teorema 2.4 (Brown,1993)

Jika T suatu ring, maka berlaku

a) J(T) ialah suatu ideal kuasi regular kiri derilan memuat setiap ideal kuasi
regular Kkiri dari T .

b) J(T)={ZJT| tz adalah kuasi regular kiri itJT }

Bukti :

a) Akan dibuktikan dulu J(T) adalah suatu idealskwegular kiri dari T. Misalkan
z[OT. Andaikan z bukan kuasi regular kiri. Karena xdou kuasi regular Kkiri
maka 1-z tidak punya invers kiri di T ( menurut fe@oa 2.3.a). Ini sama
halnya mengatakan bahwa T(1-z) adalah ideal kjatisgari T. Menggunakan
Teorema Zorn, kita dapat menemukan ideal kiri nmaken U dari T
sedemikian hingga T(1-Z)U. Sehingga dapat disimpulkanhld. Karena itu
10U. Hal ini tidak mungkin. Jadi pengandaian diingkkesimpulannya z
adalah kuasi regular kiri. Jadi J(T) adalah idasgk regular kiri. Sekarang
akan ditunjukkan J(T) memuat setiap ideal kuaguler kiri dari T. Ambil
sebarang B, dengan B adalah ideal kuasi regulaf dar
Andaikan B tidak termuat di J(T).

Mengingat theorema 2.4 maka terdapat ideal maksinkimU dari T

sedemikian hingga B tidak termuat di U. Karena Wksiraum dan U < U+B,
U+B=T. Dengan kata lain 1=z+B untuk suatu z di U dadi B. Karena B ideal
kuasi regular kiri maka bl B adalah kuasi regular kiri. Karena itu z = 1-lstpa
mempunyai invers kiri di T (alasannya Teorentad. Karena yz=1 dan
karena U ideal kiri dari T maka 1 di U. Hal ini akl mungkin, sehingga
pengandaian diingkar dan dapat ditarik kesimpukmra B termuat di U. Jadi

setiap ideal kuasi regular kiri dari T termuat @i)J
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b) J(T){zOT]| tz adalah kuasi regular kirilt(JT } ,jelas dari a).
Sekarang ambil sebarandzT dan tz kuasi regular kiriCJtOOT. Sehingga Tz
adalah ideal kuasi regular kiri dari T, menuruT&@)JJ(T). Jadi J(T)={ ZIT|
tz adalah kuasi regular kir(JtOOT }. ||

Sifat 2.5(Brown,1993)

Jacobson Radikal kanan dari T sama dengan Jac&astkal kiri dari T. Secara
notasi dapat disajikan J(T)€0). Dengan {T) = n{ Annt(M)|M adalah T-Modul
kanan yang tak terreduksi }.

Bukti:

Dari definisi J(T) maka JT) adalah ideal dari T dan setiap elemen'@T)Jdalah

kuasi regular kanan. Dari Teorema 2.4.b maka set@pen di qT) adalah kuasi

regular Kiri.

Jadi didapat

T T TI30TY e e ee e reeeeee 1)
Kemudian dari theorema 2.5 a jika diterapkan p&da, Jnaka

10 I (€ TS )

Dari (1) dan (2) didapat@)= J(T).||
Akibatnya sifat-sifat yang berlaku untuk J(T) dapa&triaku pula untuk
J(T), jadi theorema berlaku pula atau terbukti puiéuk bagian “kanan” yaitu :

Sifat 2.6(Brown,1993)

a) J(T) adalah suatu ideal kuasi regular kanan Talan memuat setiap ideal
kuasi regular kanan dari T.

b) J(T)={z] T| zt adalah kuasi regular kanan, untuk sefiéig.t
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3. KESIMPULAN

Dari pembahasan di atas disimpulkan bahwa

a) Elemen kuasi regular kiri dari suatu ring adalaénedn dari suatu ring
yang memenuhi y+x - yx=0, untuk suatu y anggotg ftin

b) Elemen kuasi regular kanan dari suatu ring addkxmen dari suatu ring
yang memenuhi x+z - xz=0, untuk suatu z anggotitin

c) ldeal kuasi regular kiri (kanan) dari suatu ringropakan ideal Kiri
(kanan) dari suatu ring yang setiap elemen-elengeadglan elemen kuasi
regular kiri

d) Jacobson Radikal kiri (kanan) merupakan ideal keeagilar kiri dari suatu

ring dan memuat setiap ideal kuasi regular @@anan) dari ring itu.
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