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AKAR-AKAR POLINOMIAL SEPARABEL
SEBAGAI PEMBENTUK PERLUASAN NORMAL

(Oleh: sulastri Daruni , Bayu Surarso, Bambang Irawanto)

Abstrak

Misalnya F adalah lapangan perluasan dari lapangan K dan f(x) adalah polinomial
tidak tereduksi dalam K maka f(x) dapat difaktorkan sebagai hasil kali dari faktor
linear dalam lapangan pemisahnya . Jika akar-akar dari polinomial tersebut tidak
ada yang ganda maka polinomial tersebut merupakan polinomial separabel.
Selanjutnya untuk Lapangan pemisah yang memuat kesemua akar-akar yang
berlainan dari polinomial tak tereduks f(x) maka lapangan pemisah tersebut
merupakan perluasan normal.

Kata kunci : lapangan pemisah, polinomial separabel, perluasan normal

1. PENDAHULUAN

Lapangan sebagai satu bentuk khusus dari ringugrapunyai sublapangan
sebagaimana dalam ring terdapat subring. Ring lkl@ik dari subring, demikian
juga lapangan pasti lebih luas dibandingkan derg@iapangannya.Selanjutnya
lapangan F disebut lapangan perluasan dari lapakgéwa F adalah sublapangan
dari lapangan F (Raisinghania, Agarwal, 1980).

Jika K adalah lapangan dan f(x) polinomial dalapal@an K maka f(x) dapat
dibentuk sebagai hasil kali dari faktor linear dal&[x] dimana F[x] adalah semua
polinomial polynomial dengan koefisien koefisiemalam F Sehingga dikatakan
bahwa lapangan perluasan F atas lapangan K adajs@indan pemisah atas
lapangan K terhadap polinomial f(x). Selanjutnydirmonial f(x) dapat disajikan
sebagai f(x) = c (xt) ...(x-a,) dengan #0 [K , ai, 0y,...,0, OK dan F =
K(0g,0z...,0n) kemudian jika akar-akar dari polinomial f(x) telbsit dalam
lapangan pemisahnya tidak ada akar ganda makaopuoah tidak tereduksi f(x)
dalam lapangan K adalah separabel dalam K.

Berdasarkan dua hal diatas yaitu lapangan pemisalpdlinomial separabel
maka dalam tulisan ini ditunjukkan hubungan kedaamyenjadi satu bentuk

perluasan lapangan yaitu perluasan normal.
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2. LAPANGAN PEMISAH

Misal K adalah lapangan dengan f(x) polinomial yditdgk konstan dalam
K[x] , dimana K[x] adalah himpunan semua polynomm@dlynomial dengan
koefisien koefisien di dalam K maka terdapatlatatagan perluasan F atas lapangan
K dengamJF sedemikian sehinggaodf( = 0.(Fraleigh, 1994)
alJF disebut aljabar atas lapangan K dengamnl K= jika f(a) = O untuk suatu
f(x) #0 O K[x], dan jika a bukan aljabar atas lapangan K makedisebut sebagai
elemen transendental.

Misal f(x) polinomial atas lapangan K yang mempurderajat positif n dan

koefisien pemimpin c. Jikaai, a,,...,0, adalah akar-akar yang berbeda dari f(x)

dalam K, maka f(x) = c(xx)(x-0>)...(x-ay). (Raisinghania, Agarwal, 1980)

Fdisebut penutup aljabar atas lapangan F fidjabar atas lapangan F dan setiap
polinomial f(xYJK[x], terpisah secara pasti dalam lapangésedemikian sehingga
lapanganF memuat semua elemen aljabar atas lapangan L&pingan K
Fadalah lapangan pemisah day{xJ / i0Jl }atas lapangan F jika lapangan K adalah
subfield terkecil dari lapangaRyang memuat lapangan F dan semua akar dalam
lapanganFdari setiap;{x), untuk Cl. (Fraleigh, 1994)

Suatu lapangan K Fadalah lapangan pemisah atas lapangan F , jikaRadalah
lapangan pemisah dari himpunan sebarang dari poialgpolinomial dalam F[x],
dimana F[x] adalah himpunan dari polinomial-potmal dengan koefisien

koefisien di dalam F.

Theorema 2.1 (Dean, R A, 1996)

Untuk semua lapangan K dan semualifig)x]sedemikian sehingga deg (f(x}),
terdapatlah lapangan perluasan F atas lapanganng§ w@erupakan lapangan
pemisah untuk f(x) atas lapangan K.
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Bukti :

Akan dibuktikan dengan induksi pada deg (f(x)) Jka deg (f(x)) = 1 maka f(x)

polinomial linear dan K = F. Diasumsikan benar kntsemua polinomial-

polinomial yang berderajat lebih kecil dari n, malaan dibuktikan benar untuk
deg( f(x)) = n . Misal p(x]JK[x]adalah faktor tak tereduksi dari f(x) ( mengat

K[x] suatu DFT / daerah faktorisasi tunggal ). Martubukti teorema Kronecker

maka terdapatlah IapanganDl(J%yang merupakan lapangan perluasan atas
X

lapangan K dan p(x) mempunyai akaw, [JF Sehingga diperoleh p(x)
=(x-a, )q(X)OF [x] dan f(x) = (x-a, )a(x) g(x) . Karena q(x) .g(x)mempunyai
derajat (n-1), maka dengan hipotesis induksi teatldgpangan pemisah F untuk

g(x) .g(x) yang memuat akar-akar;, oy an, dari f(x) . Sehingga f(x)

........

terfaktorisasi linear dalam F[x] dan k4 a2 0n) O F adalah lapangan pemisah

dari f(x) atas lapangan K. Misal F lapangan pednaatas lapangan K , maka
polinomial f(x) LK]x] terpisah dalam lapangan F jika f(x) terfakttalam hasil kali

dari faktor linear dalam F[x].

Dari teorema tersebut berakibat bahwa jika FKadalah lapangan pemisah atas
lapangan F, maka setiap polinomial tak tereduk$&mdaF[x] mempunyai akar

dalam lapangan K yang terpisah dalam lapangannélgiigh, 1994)

3. POLINOMIAL SEPARABEL

Polinomial tak tereduksi f(x) dalam lapangan K atadeparabel dalam K jika
semua akar-akar dari f(x) dalam lapangan pemisakalyanempunyai akar-akar
ganda dalam lapangan pemisahnya , sehingga f(x) pomgyai bentuk
f(x) = c(x-01)(X-02).....(X-0,) dimanag; berbeda semua, dimanai=1,2,...,n.
Selanjutnya misal f(x) polinomial tak tereduksi satlapangan K , maka f(x)
mempunyai akar ganda dalam lapangan perluasandakahanya jika f ‘(x) =
0.(Raishinghania, Agarwal, 1980) Sehingga berakidzdiwa jika f(x) polinomial
tak tereduksi atas lapangan K dengan akar-akaalam lapangan perluasannya

sedemikian sehinggad] = 0 dan  f ‘@) # 0 maka f(x) tidak mempunyai akar
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ganda atau akar-akarnya berbeda. Polinomial tiekalp atas lapangan K separabel
dalam lapangan K jika semua faktor tidak tereduksseparabel atas lapangan K.
Jika KO F adalah perluasan aljabar maka elemen aljab#f separabel
dalam lapangan K jika polinomial minimal untIK adalah separabel yaitu
mempunyai semua akar-akar yang berbeda.(Raisirghagarwal, 1980)
Misalkan f(x) polinomial dalam lapangan K, seb@men alJF merupakan akar
tunggal dari f(x) jika (xa) Of(x), tetapi jika (xe)" | f(x) dimana n > 1 dan untuk
akar kelipatan lebih besar dari 1 maka disebutr aganda atau akar
berlipat.(Raisinghania, Agarwal 1980)

4. PERLUASAN NORMAL

Perluasan aljabar F atas lapangan K dikatakan aepaguasan normal dari
lapangan K jika setiap polinomial tak tereduksiadalK[x] yang mempunyai akar
dalam lapangan pemisahnya terpisah secara paain d&k].

Teorema 4.1.(Raisinghania, Agarwal, 1980)

Misal F adalah perluasan aljabar berhingga ataantzgn K maka F normal atas K

jika dan hanya jika F adalah lapangan pemisahpddinomial atas lapangan K.

Bukti :

(=) misal F = K (a3, ag, ...., a,) adalah perluasan normal berhingga dari
lapangan K sedemikian sehingga masing —masinggan,, ... a, adalah
aljabar dalam lapangan K.

Misal fi(x), f2(X), ...., f,(x) adalah polinomial — polinomial minimal dalam
lapangan K berturut —turut untuk, oo, ...., 0.

karena lapangan F normal atas lapangan K g&h f(x)...fn(x) polinomial

— polinomial minimal untuk anggota — anggota dapangan F atas
lapangan K maka lapangan pemisah dari masing —nmasolinomial
tersebut berada dalam lapangan F. Konsekuensingtahadapangan F
merupakan lapangan pemisah dari polinomial f(x{x)f fo(x)....fo(x) dalam

lapangan K.
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(O ) misal lapangan F adalah perluasan aljabarla@ngan K yang merupakan
lapangan pemisah dari beberapa polinomial f(x)rddpangan K dan;,
02, .esy 0, adalah akar — akar dari f(x) dalam lapangan F, anak
F =K(ay, ay, ....,ap).
Akan ditunjukkan bahwa lapangan F adalah perluasamal dari lapangan
K Untuk keperluan pembuktian maka harus ditunjukkamwa lapangan
pemisah dari polinomial minimal untuk masing — mgsanggota lapangan
F berada dalam lapangan F.
Misal a elemen sebarang dari lapangan F dan g(x) adaléihopual
minimal untuk a dalam lapangan K. Dimisalkan jika mungkin g(x)
mempunyai tidak ke semua akar — akarnya dalam ¢gpaf atau dengan
kata lain a’ adalah akar dari g(x) yang lain yang tidak beratiam
lapangan F.
Perluasan sederhana o(akan isomorfis ke perluasan sederhanea’)F(
sedemikian sehingga dipetakan padea’ dan masing — masing anggota dari
lapangan K sisa tertentu.
Selanjutnya lapangan F merupakan lapangan pemisah f@@) dalam
lapangan K dan kemudian juga dalamu)(karenaa [F. demikian juga
F(a’) dibangun oleh akar — akar dari f(x) dalanoR)(
Jadi F@’) adalah lapangan pemisah dari f(x) dalam lapargan).
Sehingga pemetaan isomorfis darialiK(onto K(@’) dapat diperluas ke
pemetaan isomorfis F ke &} dengan kata lain bahwa masing — masing
anggota dari lapangan K merupakan sisa tertentu.
Konsekuensinya, F dan d&¢] harus mempunyai derajat yang sama dalam
Lapangan K vyaitu jika B() bukan merupakan perluasan sejati dari
lapangan F.
Sehingga terjadi kontradiksi. Oleh karena itu lag@am F merupakan

perluasan normal dari lapangan K.



Akar-Akar Polinomial Separabel .......... (Sulastri Dair , Bayu Surarso,
Bambang Irawanto)

Theorema 4.2 (Fraleigh, 1994)

Jika lapangan F adalah perluasan normal dari lagmang dan L sedemikian
sehingga Kl LO F maka lapangan F juga merupakan perluasan nodaval
lapangan L.

Bukti :

Untuk membuktikan bahwa lapangan F normal atamipga L akan ditunjukkkan
bahwa lapangan L berada di lapangan F.

Misal a elemen sebarang dari lapangan F dan f(x) serta g@inomial —
polinomial minimum untula dalam lapangan K dan L berturut turut.

F(X) OK[x] = f(x) OL[x] (OKOL)

Karena g(x) merupakan polinomial minimum dalam tegan L yang dipenuhi oleh
a maka g(x)df(x)

Sehingga masing — masing akar dari g(x) dalam ggrark juga merupakan akar
dari f(x) dalam lapangan F.

Tetapi berdasarkan asumsi yang telah diberikan &ahasing — masing akar dari
f(x) adalah dalam lapangan F. Oleh karena iising — masing akar dari g( x)

adalah berada dalam lapangan F, sehingga lapangamal atas lapangan L

5. KESIMPULAN

Dari hasil pembahasan diperoleh kesimpulan :

1. Untuk lapanganK dan f(x) O K[x] sedemikian sehingga deg (f(x)) > 1
terdapatlah lapangan pemis&huntuk f(x) atas lapangal .

2. Jika lapangarK mempunyai karakteristik 0 maka polinomial tak tendesi
f(X)OK[X] separabel dalar.

3. Perluasan normal adalah lapangan pemisah yang nmgaipakar-akar yang

berlainan atas polinomial tak tereduis) [ K[X].
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