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Abstract.In this paper, weconstruct the § — simple functionusing the §- fine Perron partition.
By this function, we defineintegral, which is called H® integral.
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1. PENDAHULUAN

Di dalam dunia modern saat ini
banyak teori matematika yang telah
diterapkan untuk membantu umat manusia
dalam memenuhi kebutuhannya. Teori —
teori ini merupakan landasan dan jaminan
akan validnya suatu metode yang
diterapkan dalam kehidupan sehari — hari.
Di dalam matematika dikenal integral
Henstock.  Henstock  mengkonstruksi
integralnya dengan menggunakan partisi
Perron—o fine. Integral Henstock telah
menjadi topik yang menarik bagi para
peneliti. Banyak peneliti mengkaji sifat-
sifat integral Henstock, baik secara teori
maupun aplikasinya. Misalnya [1] telah
mengkaji integral Henstock dalam ruang
real R dan digeneralisasi oleh[2] dalam
ruang Euclide R" dan
mengaplikasikannya dalam medan vektor.
Penulis akan memanfaatkan partisi Perron
—0 fine untuk  membentuk  fungsi
sederhana—o . Selanjutnya dari fungsi
sederhana—o akan dikonstruksi integral
baru.

2. HASIL DAN PEMBAHASAN

2.1 PartisiPerond — Fine

Berikut dibahas definisi daripartisi Perron
6 — fine pada [a,b] Dbeserta jaminan
eksistensinya.

Definisi 2.1[5] Diberikan interval [a,b]C
R, dan 6 fungsi positif pada [a,b]. P
disebut
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partisi Perron § — fine pada[a,b] jika P =
{1, 2], &l = 1,2,3, ...,n} dengan

Xi1 S §<x dan [xi_q,x] € (§—
8(§i), &+ 6(8)) dengan a = xg < x; <
X, << x,=h.

Berikut ini adalah lemma yang menjamin
eksistensi partisi Perron § — fine.

Lemma 2.2 [1] Jika &(e) >0, untuk
¢ €la,b], maka terdapat partisi Perron
§—fine P = Alx_yxléli=
1,2,3,..,n} dan {&,&,, ..., & Ysedemikian
sehingga berlaku x;_4 < & <x; dan
[xi—1, %] < (§i — 6(8y), & + 6(8) untuk
i=1,23 ..,n

Bukti :

Diberikan [a,b] € R dan fungsi positif 6
pada [a,b], selanjutnya dibentuk G = {(§ —
8§(6€),E+6(8))|¢€[la,b]} liput terbuka
dari [a,b]. Karena [a,b] kompak maka G
mempunyai  liput  bagian  hingga,
mis}alkan {(&k — 66k, & + 6] 1,2,
..n

diambilx,= a dan x,= b x;e(& —
8D, &+ 8E)N (141 — 6(E141), Eigr +
5(5i+1))v §iSx <S4y, U=
1,23,..,n—1

Dari sini diperoleh

§ie[xi—q,x;] € (& —6(8), & +6(8))m

Lemma 2.3[4] Diberikan P adalah partisi
Perron 6 — finepada [a,b]. [c,d] &
[a,b] maka terdapat partisi Perron
6 — fine pada |[c,d]dengan ¢ dan d
sebagai salah satu titik ujungnya
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Bukti :

Diberikan fungsi positif-§ pada interval
[a, b]. Selanjutnya dipilih &;,¢,,...,&,, di
mana [a,b] c Urf(fk —6(&k), Eyr T+
6(¢ k+1))sehingga dengan
mengambilce (&, — (&), &, +
6(Er))n(€r+1 - 5(€r+1)' €r+1 +

8(&r41)) dengané, < ¢ < &y untuk
1<r<n dan mengambil de (& —
5(55)' Es + 5(55))0(554.1 -

8(&s+1),$s41 + 0(Ss41))dengan & <d <
& 41 untuk suatu r,s dengan

I<r<s<n.
Diambil x,=a dan x,,=b
xle(fl 5(51)' El + 6(61))“(5141
—6(i41),§ia
+6841)), & < x < &
dengani =1,2,3,...,n—1, x,=c dan
xs=d
Dari sini diperoleh partisi Perron § —
fine pada [a,b]
P
= {([xO =a, xl]' fl): ey
=), &), ([xr
= G Xria]s Eran)s s ([xs-1, X1, &5), ([xs

= I ES+1)B ([ltnklvxn = b])}

dlmanasc+(jtlan d'sebagar titik ujung.m

([xr—1p Xr

Teorema 2.4 [3] Jika P dan Q masing —

masing partisi Perron § — fine pada

[a, b] dan [c,d] maka PUQ adalah partisi

Perron § — fine pada [a, b]U]c,d].

Bukti :

Diberikan  fungsi positif &, P =

{1, x:], &1 i =1,2,3, ..., m}partisi

Perron &6 — fine pada [a,b], dan Q =

{[Yk—ll Yk]lfklk = 1, 2, 3, ,m} partISI

Perron 6§ — fine pada [c,d]. Karena &

fungsi positif pada [a,b] dan [c,d],

akibatnya § juga merupakan fungsi positif

pada [a, b]U[c, d].Dari sini diperoleh

PUQ = {[x;—1, x;],§ili =

1,2,3,...,m} U {[Yi_1, Yl Eklk =

1,2,3,...,m} merupakan partisi Perron

& — fine pada [a, b]U[c,d].m

2.2 Integral pada Fungsi Sederhana—8
Pada bagian ini dibahas tentang

integral pada fungsi sederhana — § yang

erat kaitannya dengan integral yang
diuraikan penulis setelah bagian ini. Selain
itu, juga dibahas tentang sifat — sifat
sederhana yang berlaku di dalamnya.

Definisi 2.5 [13)Jika ¢ = Y, cixg,

fungsi sederhana — &8 pada interval
[a,b] € Rdengan E; = [x;_1,%;) i =1, 2,
3, .., n-l, Ey =[xp_1,X], Xo = a, dan

X, = b maka integral ¢ pada interval
[a, b] terhadap x adalah

fd)dx— zcl(xl Xi_1)

i=1
Teorema berikut merupakan sifat dasar

integral fungsi sederhana — §.

Teorema 2.6 [13] Jika ¢ dan ) fungsi —

fungsi  sederhana -8 pada interval
[a,b] € R dan k € R maka

af kpdx=k [ ¢dx

b.fb(¢+ p)dx = fb¢dx+qu)dx

Bukti :
ap = YL, CiXE;
maka f: k¢ dx =

dan @ = ¥l dixp,
n 1(kC ) —xi-1)

kZ(cl)(xl xi1)

kf b dx
b.op+y =YL Y 1(2,(”1(6 + dj)Xu,)

merupakan fungsi sederhana — § dengan
{[zijk-1, Zijic), Eijic |k =

1,2,3, ..., 7j;}partisi Perron § — fine pada
Pl] = [xi—l'xi]n[yj—l'yj]’ l1<isnl<
jsm

Jadi diperoleh | (¢ + @)dx

Tij

ZZZ(Cﬁd)(Zk Ze-a)

i=1 j=1k=

L 12“’ ci(z —
Zi— 1))+2 LR Y di (2 — 1)

DX CHWIDWEN (zk
Zk-1)) +Z L(d X (Zk Zk-1))
_21=1(CL j=1 | |) + Z 1(d Z | |)
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=Di=1 Ci(x; — X)) + Xit1d; (v —
Yj-1)

=f: ¢ dx + f; @ dxm

2.3 Integral H'

Pada bab ini dibahas tentang
integral H® beserta sifat — sifat sederhana
yang berlaku di dalamnya.

Definisi 2.7 Fungsi f : [a,b] > R
dikatakan terintegral H® pada [a,b] jika
terdapat  bilangan 1 €R  sedemikian
sehingga wuntuk setiap bilangan € >0
terdapat fungsi positif —6 pada |[a,b]
sedemikian sehingga P = {[x;_1,x;],&|i =
1,2,3, ...,n} partisi Perron § — fine pada
[a,b] maka terdapat ¢ = Yi,cixE,
merupakan fungsi sederhana -6 atas P
dengan f berelasi dengan ¢ dan memenuhi
I-[¢l<e

Selanjutnya I disebut nilai integral H°
pada [a, b] dan ditulis

b
I = (Ho)f f(x)dx

Teorema 2.8 Jika f € H°([a,b]) maka
nilai integral H® pada [a,b] tunggal.
Bukti :

Misalkan  (H°) f; f(x)dx=1; dan
(HO) [ f() dx = L

Diberikan  sebarang bilangan & > 0,
terdapat fungsi positif —§ pada [a,b].
Karena (H°) f: f(x) dx = I;maka dapat
ditemukan fungsi positif §; pada [a,b]
sedemikian sehingga jika

P1 = {[xi_l,xi], Elll = 1, 2, 3, ...,n} partisi
Perron &, — fine pada [a,b] maka
terdapat fungsi sederhana - §;¢, atas P;
pada [a, b] dengan f'berealsi dengan¢g; dan
1L — [ 4] < %.Selanjutnya karena

(H?) f;f(x) dx = I, maka  dapat
ditemukan fungsi positif &, pada [a,b]
sehingga jika Py = {[yk-1, ¥il $klk =
1,2,3,..,m} adalah partisi  Perron
&, — fine pada [a, b] maka terdapat fungsi
sederhana - §,¢, atas P, pada [a,b]
dengan f berelasi dengan ¢, dan |I, —
[¢,] < % Selanjutnya dibentuk fungsi
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positif §(x) = min (6;(x), 5,(x)) untuk
setiap x € [a, b] dan P = {[x;_q,x;],&;|i =
1,2,3, ...,n} partisi Perron § — fine pada
[a,b] dan ¢ =X c;xg, merupakan
fungsi sederhana —§ atas P pada [a,b]
dengan f berelasi dengang. Karena
6(x) < 8;(x) dan 6(x) < 5,(x) maka P
juga merupakan partisi Perron §; — fine
dan partisi Perron &, — fine pada [a,b].
Akibatnya ¢ merupakan fungsi sederhana -
6, sekaligus fungsi sederhana - §, pada
[a,b]. Dari sini diperoleh |I; — [ ¢;] <~

dan |I, — [ ¢,| < E.Selanjutnya

|11_12|= 11_f¢+f¢_12
< |Lh=[él+1f¢—1l

<§+§=s
Terbukti bahwa I; = I,.m

Teorema 2.9 Misalkan fg : [a,b] > R
dan f.g € H°([a, b]) berlaku :
a. kfeH°([a, b]) dan

(HO) [7 kf (x) dx = k(HO) [ f(x) dx
b.f+geH([a,b])
Selanjutnya ditulis (H®) f:(f +g)dx =

(H®) [2 £ () dx + (H) [ g(x) dx
Bukti :
a. Diberikan sebarang bilangan € > 0,
karena f(x) terintegral H® pada [a,b],
misal I = (H®) [ f(x) dx akibatnya untuk
bilangan ¢ yang diberikan terdapat fungsi
6, > 0 sedemikian sehingga jika P; =
{[xicn,x],&li=1,2,3,...,n} partisi
Perron & — fine pada [a, b] maka terdapat
fungsi sederhana - §; ¢, atas P; pada [a, b]
dengan f* berelasi dengan ¢, dan
b £
1= 12 0] <
Selanjutnya dibentuk ¢* = k¢, fungsi
sederhana - §; atas P; pada [a, b].
Karena f berelasi dengan ¢, maka
|kf (&) = ko] = |kllf(§) — ()
< |k|e
Akibatnya kf" berelasi dengan ¢*.
Dari sini diperoleh
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b b
‘kl—f ¢ :‘kl—f ks
a a
b
:||k1_kfa ¢1|
b
=lkl|1 = [ |
kle
|k|+1
<g

Terbukti bahwa kf terintegral H°.
Karena fab ko, =k fab o
(HO) [ kf = (HOK [ f

b. Diberikan sebarang bilangan & > 0,
karena f(x) terintegral H® pada [a,b],
misalkanl; = (H®) [ f dx akibatnya untuk
bilangan e yang diberikan,terdapat
fungsi §; > 0 sedemikian sehingga jika
P1 = {[xi_l,xi], Elll = 1, 2, 3, ...,n} adalah
partisi Perron § — finepada [a,b] maka
terdapat fungsi sederhana - §;¢, atas P;
pada [a, b] dengan f <>¢, dan

|11 - f: ¢1| <e&.

Karena g(x) terintegral H%pada[a, b],
misalkan(H°) fab g(x) dx = I, akibatnya
untuk bilangan € yang diberikan terdapat
fungsi &, > 0 sedemikian sehingga jika
PZ = {[yk—l'yk]' Eklk =123, 'm}
partisi Perron § — finepada [a,b] maka
terdapat fungsi sederhana - 6,¢, atas P,
dengan g <>¢, dan |12 - f: ¢2| < %
Dibentuk fungsi positif §* = min{d;, 5,},
selanjutnya dibentuk pula P* = P;NP,
partisi Perron -8 fine pada [a, b].

Lalu dibentuk ¢* = ¢, + ¢, fungsi
sederhana -6* atas P*. Oleh karena f <>¢,
dan g<>¢p, akibatnya |f(&)+g(§) —
$1(E) — PO = If () — 1 (O +

19(§) — $2()|=e + £

Dari sini diperoleh f + g berelasi
dengan +¢,.
Selanjutnya

|+ 1) = J) ¢
|t + 1) = [ (@1 + ¢2)
|11 + 1 _f;¢1 —f:¢z|

|11 _f;¢1 + |12 _f:¢2|

akibatnya

IA

<§+§=e

Diperoleh

JE+9)dx =1, + I

=(H®) [ f(x)dx + (H®) [ g(x)dxm

Teorema 2.10 Jika fungsi f € H°([a,b])
dan fe H°([b, c]), maka fe H°([a, b)) dan

dapat  ditulis  (H°) facf = (H%) f:f"‘

(HO) [, f.
Bukti :
Diberikan sebarang bilangan ¢ > 0, karena
f(x) terintegral H® pada [a,b] maka
terdapat I; € Rdan untuk sebarang & yang
diberikan terdapat fungsi §; > 0 sehingga
jika Py = {([x0,21],&1) - ([xpe—1, Xk ], §1)3
adalah partisi Perron §; — fine pada
[a,b]dengan x, =a maka terdapat¢, =
Yi—1Cixg;, yang merupakan fungsi
sederhana -9, atas P; pada [a, b] dengan f
berelasi dengan ¢; dan |11 - f: ¢1| < %
Karena f(x) terintegral H° pada [b, c] maka
terdapat I, € R dan untuk sebarang ¢ yang
diberikan  terdapat  fungsi 6, >0
sedemikian sehingga jika
P, = {(yo, y1),§1) - ([yn-1, ¥l €03
adalah partisi Perron §, — finepada [b, c]
dengan y, = b, y, =c maka terdapat
b, = Z;‘zl lof} )(ijungsi sederhana -6, atas
P, pada [b, c] dengan g berelasi dengang,
dan |12 - fbc ¢2| < E Diambil fungsi
positif 8,(x) xelab
. {
8,(x) xelb,c)
Selanjutnya dibentuk P*=PUP, =
{([x0, 211, 1) . (Ixies Xiewa ], §ids oo s ([Xpean—1 Xiern)}
partisi Perron § fine pada [a,b) U [b, c],
dengan xj, = b,
Xk+1 = Vis
k1 =& untuki=1,2,3,..,n.

Dari partisi ini dapat dibentuk fungsi

sederhana — §
k

n
¢* = Z CiXg; + CiXF,

i=1 j=k+1
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atas P*denganE; = [x;_1,x;) untuk i = 1,
2,3, ...k, Ex = [xr_1,Xx;) dengan x;, = b,
F; = [xj_1,x;) untuk j=k+1, k+2, ..., n-1,
dan E, = [x,_1,%,) dengan x;,., =c, di
mana f berelasi dengang™.

Selanjutnya diperoleh

b,
h+n -0 ¢
=L +1;— ?:1 ci(xi — x-41)|
= |I1 +1L Y — xi—1)|

— k1 Gl — xi-1)
< |11 - Z?:l ci(x; — xi—l)l +

[l = Xizgr Ci(x; — x—1)]
=|I —[0¢ |+|1 — [ . <i+i=¢

17 J, P1 27 )y P2 T3
Selanjutnya

b

(HO) [, fOdx =1, + I, = (H) [, f +
(H) J, fu

Teorema 2.11 ( Kriteria Cauchy)

Suatu fungsi f € H°([a, b]) jika dan hanya
jika untuk setiap € > 0 terdapat fungsi
positif é sehingga Jika
P1 = {[xi_l,xi],fili = 1, 2, 3, ...,n} dan
PZ = {[y]'_l,y]'], {:] |] = 1, 2, 3, ,Tl}
adalah partisi — partisi Perron § — fine
pada [a, b] maka terdapat ¢1 = Yi1 ciXE,
yang merupakan fungsi sederhana -8 atas
P, pada |a,b] dimana f berelasi
dengan ¢y dan ¢, = Y-, cixr;adalah
fungsi sederhana -8 atas P, pada [a,b]
dengan f berelasi dengan ¢, dan
memenuhi|f: b1 — f: qb2| <e.

Bukti :

=Diberikan sebarang bilangan ¢ > 0,
karena f(x) terintegral H® maka terdapat
bilangan I € R dan untuk ¢ yang diberikan
terdapat fungsi § > 0 sedemikian sehingga
jika sedemikian sehingga jika P, =
{1, x],&li=1,2,3, ..., k} partisi
Perron § — fine pada [a, b] maka terdapat
fungsi sederhana - § ¢, atas P; pada [a, b]
dengan f'berelasi dengan¢gp; dan

|11 - f: (,b1| < % Selanjutnya jika P, =
{k-1, %], &1k = 1, 2,3, ...,n} adalah

partisi Perron 6 — fine pada [a,b] maka
terdapat fungsi sederhana - § ¢, atas P,
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pada [a, b] dengan f berelasidengang, dan
b
|12 -/, ¢2| < %
Dari sini diperoleh |f: ¢, — f: <,'b2| =
b b
i —1+1=[ o
b b
[ or=nf+|e-] o
a a
<

+E
—= €&
2

< +

N| ™

<Diberikan sebarang &> 0, terdapat
fungsi  positif &6, >0 pada [a,b].
Selanjutnya jika P; dan P, merupakan
partisi Perron §; — fine maka terdapat
fungsi sederhana §; ¢, atas P; dan fungsi
sederhana &8; ¢, atas P, dengan |f ¢, —
[¢:'| <e. Selanjutnya diambil fungsi
positif §,, dengan 0 < §, < §;. Akibatnya,
jika P, dan P," merupakan partisi — partisi
Perron §, — fine maka terdapat fungsi
sederhana - §,¢, atas P, dan fungsi
sederhana &,¢, atas P,’ dengan |[ ¢, —
J# 'l <e

Selanjutnya diambil fungsi positif &5
dimana 0 < §3 < §, < §;. Akibatnya, jika
P; dan P;' merupakan partisi — partisi
Perron &3 — fine maka terdapat fungsi
sederhana - 63¢3 atas P; dan fungsi
sederhana §;¢p; atas P;' dengan |[ ¢p5 —
[¢3'l <& Proses ini dilakukan terus
menerus hingga diperoleh suatu barisan
bilangan A={[lk =123, ..}
Karena untuk setiap P, partisi Perron
6 — fine maka untuk ij = 1, 2, 3, ..
berlaku |f¢)i —f¢j| <¢e. Dari sini
diperoleh A terbatas.  Selanjutnya
berdasarkan teorema Bolzano Weirstrass A
mempunyai titik limit yang dimisalkan I.
Dengan kata lain A mempunyai barisan
bagian yang konvergen ke I, dimisalkan
[ ¢n. Hal ini berarti untuk setiap bilangan
€ yang diberikan terdapat bilangan asli N
sehingga |[ ¢y —I| < &. Dari sini untuk
setiap bilangan & > 0, terdapat fungsi
positif dy sedemikian sehingga jika Py
adalah partisi Perron &y — finemaka
terdapat fungsi sederhana— &y atas Py
dengan fberelasi dengan ¢, dan
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| oy — 1| < e.m

Teorema 2.12Jika fix) fungsi yang
terintegral Riemann pada [a,b] maka f(x)
terintegral H® pada [a, b].
Bukti :
Diberikan sebarang bilangan ¢ > 0, karena
f(x) terintegral Riemann akibatnya terdapat
I € R dan untuk ¢ yang diberikan, terdapat
6" konstan di mana 6" > 0 sedemikian
sehingga jika p adalah partisi pada [a, b] di
mana |P|=|x; —x;_1| < 8" dan untuk
& €[x; —x;_q] maka [S(p, /) — I| <&,
Dengan S(p.) = £, £(€) (x; — xi-1)
Diambil fungsi § = §* > 0.
Karena §; €[x; —x;_4] maka §; € [x; —
xi-1] © (& — 6,8 + 6)
Oleh karena itu partisi Riemann di atas
juga merupakan partisi Perron & — fine.
Selanjutnya dengan mengambil ¢; = f(¢;),
dibentuk fungsi sederhana - § atas P yaitu :
n n

b= cxe,= ) fEXE
i=1 i=1

karena
F©) = () = |F© - > Féoxe
=0<e. -
Akibatnya  f  berelasi dengan ¢,

Dari sini diperoleh [ ¢ = S(p, f)
Selanjutnya |f: ¢ dx — I| =|S(p,f) —1I|
< &nm

3. PENUTUP

Berdasarkan pembahasan diperoleh
kesimpulan bahwa Partisi Perron —§ fine
dapat digunakan untuk membentuk fungsi
sederhana- § yang digunakan untuk
membentuk integral baru yang disebut H°
dan eksistensi dari nilai integral H°
dijamin oleh sifat ketunggalan dan sifat —
sifat linier yang berlaku di dalamnya.
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