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Abstrak

Teorema kekonvergenan merupakan bagian yang pedélagn mempelajari teori
integral. Limit fungsi barisan fungsi yang terintajRiemann pada suatu interval
belum tentu fungsi tersebut juga terintegral Riemgrada interval itu. Dengan
demikian diperlukan syarat lain agar limit fungegpg terintegral Riemann.

Tulisan ini bertujuan membahas syarat cukup aganitlifungsi dari barisan fungsi
yang konvergenan di mana-mana juga terintegral Riem

Selanjutnya, dibahas juga syarat cukup agar limitdgsi dari barisan fungsi yang
konvergen hampir di mana-mana juga terintegral Riam

Kata kunci : Integral Riemann, terintegral serentak, konverdgempir di mana-
mana.

1. PENDAHULUAN

Diberikan himpunan bilangan rasional, @&, as, ...} yang termuat di dalam
interval tertutup [0,1]. Didefinisikan barisan fugigpada [0,1] dengan rumus
sebagai berikut : ,(x) = 1 untuk XI{ as, &, ..., & } dan f(x) = 0 untuk nilai x
lain.

Jelas bahwa barisan {,ff,, f3, ... } merupakan barisan fungsi yang terintegral
Riemann pada [0,1]. Tetapi limit fungsinya , yaitifx) = 1 untuk x rasional dan
f(x) = 0 untuk x irrasional, tidak terintegral Rianm pada [0,1].

Limit fungsi dari barisan fungsi yang terintegraéRann belum tentu terintegral
Riemann .

Bullen dan Vyborny (1996), membuktikan &esan limit di bawah tanda
akan berlaku , jika limit fungsi tersebut terint@gRiemann dan barisan fungsinya
terbatas seragam. Persoalan akan lebih menarikilapsyarat cukup limit
fungsinya terintegral Riemann dihilangkan. Apakadsdmaan limit di bawah
tanda akan berlaku ?

Lee peng-Yee (2000) membuktikan bahwa limit fureden terintegral Riemann

apabila barisan fungsi tersebut terbatas seragam.
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2. INTEGRAL RIEMANN

Diberikan bilangan positi, koleksiD={a=@a &, ..., a=b /%, X, ...,
Xn} , dengan xelemen di dalam [a,b], dinamakan par@igtada [a,b] jika untuk
setiap i berlaku ¥l[a.1,8] O (Xi — 9, X + ).

Untuk selanjutnya, partish- D={a=a, &, ..., a=b / x, X, ..., X% }, pada [a,b]
ditulis singkat partisd D = { (x,[u,V]) } pada [a,b].

Fungsi f:[a,b]» R yang dimaksud dalam makalah ini adalah fungbgtes.
Fungsi fia,b] - R dikatakanterintegral Riemann pada [a,b] jika terdapat
bilangan a dengan sifat : untuk setiap bilangantipcsterdapat bilangad > 0
sedemikian hingga untuk setiap D = { (x,[u,V]) }d@a[a,b] berlaku

| (D)X f(X) (v-u) - a]|<e.
Koleksi semua fungsi yang terintegral Riemann patival tertutup merupakan
ruang linear (Lee peng yee & Vyborny R, 2000).

3. BARISAN FUNGSI TERINTEGRAL RIEMANN

Barisan fungsi terintegral Riemann,{ h=1, 2, ... } dikatakanerintegral
Riemann serentak (equiintegrable) pada [a,b] jika untuk setiap bilangar> 0
terdapa® > 0 ( tidak bergantung n ) sedemikian hingga kisetiap partisd D
= { (x,{u,v]) } pada [a,b] berlakul (D) ¥ f.(x) (v-u) - B, < € untuk setiap n,

dengan B menyatakan nilai integral Riemann fungspéda [a,b].

Teorema 3. 1.
Diberikan barisan fungsi {,f/ n=1, 2, ... } yang terintegral Riemann dan pada
[a,b]. Jika barisan {f/ n=1, 2, ... } memenuhi syarat-syarat :
(). LiErl fa(X) = f(x) pada [a,b],

(iD. {fn/n=1, 2, ... } terintegral Riemann serentak

b b
maka fungsif terintegral Riemann pada [a,b] @etr(x) dx =Ilim j fa(X) dx

Bukti.

Bilangan Bmenyatakan nilai integral Riemanypiada [a,b] untuk setiap n.
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Dari syarat (ii) maka untuk setiap bilangan O terdapat bilangat> 0O (tidak
bergantung pada n) sedemikian hingga untuk setafspd D = { (x,[u,v]) }
pada [a,b] berlaku
| (D) X fn(X) (v-u) - B[ <¢€l6

1)
untuk setiapn=1, 2, ... .

Dari syarat (i) maka untuk bilangamr 0 yang sama dariX[a,b] terdapat

bilangan asli N sedemikian hingga untuk setiapm> N berlaku
| fo (X) — fm(x) | < €/3(b-a)

2)
| fa(x) — f(x) | <e/6(b-a)

3
Dari (1) dan (2) diperoleh

| (D)X f(x) (v-u) - (D)X fm(X) (v-u) | < (D) X | fu(X) - fm(X) |.(v-u)
<¢/3(b-a) (D)X (v-u) =¢/3

(4)

Karena | B- Bm|< | (D)X fa(X) (v-u) - B[+ [ (D)X fm(X) (v-u) - Bn |+
| () fa(X) (v-u) - (D)X fm(X) (v-u) |

maka |B-Bn|<¢€/3 +&/3 +¢/3 =¢, asalkan n, m > N.
Ini membuktikan bahwa barisan {{Bn =1, 2, ... } merupakan barisan Cauchy di
dalam R. Oleh karena R ruang metrik lengkap niekesan tersebut merupakan

barisan konvergen , katakéim B, =B .

Jadi untuk bilangan positd terdapat bilangan asli;Nsedemikian hingga untuk
n > N; berlaku | B— B | <&/3
(5)
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Selanjutnya akan diperlihatkan BE f (X) dx . Ambil sebarang D* = {(x,[u,V]}

partisi-0 pada [a,b] . Mengingat (1), (3), dan (5) dipelol
|B- (D)X f(x) (v-u) | < [Bi—=B [+ [ (D)X fn(X) (v-u) - By |+
(@] f(x) - f(x) |.(v-u)
&3 +¢/6 +¢/6(b-a) (D)X (v-u)
&3 +¢/6 +¢/6 =¢

asalkan n > maks{N,} .
Terbukti bahwa f terintegral Riemann pada [a,bi] Ba= Lb f (x) dx. Dengan kata
lain,

lim b Fi(x) dx = jb f(x) dx .

n- oo

Bukti selesai¢

Teorema berikut memperlihatkan bahwa limit fungsaridbarisan fungsi
terintegral Riemann yang konvergen hampir di maaaanmerupakan fungsi
yang terintegral Riemann. Lebih lanjut, kesamaianit i bawah tanda juga masih

dipertahankan.

Teorema 3. 2
Diberikan barisan fungsi {f/ n=1, 2, ...} yang terintegral Riemann dan terbatas
seragam pada [a,b]. Jika barisanp { h=1, 2, ... } memenuhi syarat-syarat :

(). lim f(x) = f(x) hampir di mana-mana pada [a,b],

(i. {fn/n=1, 2, ... } terintegral Riemann serentak
b b
maka fungsif terintegral Riemann pada [a,b] @etr(x) dx =Ilim I fn(X) dx.

Bukti.
Bilangan @ menyatakan nilai integral Riemanpdada [a,b] untuk setiap
n.

Tulis M > maks { f(x) |, | f(x) | } untuk setiap n dan setiajtl{a,b].
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Dari syarat (ii) diperoleh : untuk setiap bilangar O terdapat bilangad > 0
(tidak bergantung n ) sedemikian hingga untuk pepartisi® D = { (x,[u,v]) }
pada [a,b] berlakul (D) Z fu(x)(v-u) — & | <¢/6
1)
Dari syarat (i) maka terdapat himpunan berukurash 8 O [a,b]
sedemikian hinggaLi[r;lo fn(X) = f(x) pada[a,b]\S.

Hal ini berakibat, terdapat bilangan asli #¢demikian hingga untuk setiap n, m >
N; dan x([a,b] \ S berlaku
| £1(X) = fm(X) | <€ (6b-6a)™

2)
| f.(x) — f(x) | <e (6b-6a)™"

3)

Karena S himpunan berukuran nol maka untuk bilasgg6M+6) > 0
terdapat koleksi interval terbuka § I p=1,2, ... } di dalam [a, b] sedemikian
hingga 310 I,danXI(ly) < €/ (6M+6) .

Ambil sebarang partisi D = { (x,[u,V]) Jada [a,b].
Untuk x O[a,b] \ S dipilih [u,v]O ( x =, x +d), sedangkan untuk XIS dipilih
[u,v] yang termuat di dalarm I, .
Jika D* = { (x,[u,v]) } sebarang parti¥* pada [a,b] , denga®*=min{d,c /
(6M+6)} maka mengingat (2), diperoleh
| (D%) Z fa(X)(v-u) = (D*) Z fim(X)(v-u) |

< ({E[)*%\ZS | fa(X) = fm(¥) | (v-U)  + (DQZ | f2(X) = fm(X) | (v-U)
< g(6b-6a)* (DYZ (v-u) + 2M(D*Z (v-u)
X[ abj\S XIS

<¢ (6b- 6a)™.(b-a) +2M.2ZI(ly)
<¢/6 + 2M. €/ (6M+6)) <¢
4)
Oleh karena | @@ an|<|a-s| + |&—-s| + |&a—-sn| dengan
S = (D*) Z fp(X)(v-u) dan mengingat (1) dan (4), maka taw | < Z. Ini berarti

barisan { a/ n=1, 2, ... } merupakan barisan Cauchy.
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Karena R lengkap maka barisan,{/a=1, 2, ... } konvergen, katakdim a, = A.

n- oo

Dengan demikian, untuk bilangan> 0 terdapat bilangan asli,Nsedemikian
hingga untuk setiap n >Nberlaku | a—A| <e/6
5)

b
Selanjutnya akan diperlihatkan bahwa Aj=f (X)dx .

Ambil sebarang partig¥* D* = { (x,[u,v]) } pada [a,b]. Mengingat (1), (3)dan
(6) maka
| A= (D*) Z f(x)(v-u) |

< la-Al+ (D) Zf()v-u)—al + (5:%\23 | fa(X) = f(X) | (v-u) +

(D;*gi | () = f(x) | (v-u)
< €/6 +¢/6 +&(6b-6a)* (DY)Z (v-u) + 2M(D*)Z (v-u)
X[ ab\s xXas
<¢/3+ ¢ (6b-6a)". (b-a) + 2M. €/ (6M+6))
<g

asalkan n > maks { NN }.
b b b
Terbukti bahwa A = j f(x)dx dan j f(x)dx = lim j fo(x) dX .

Bukti selesai#

4. KESIMPULAN

Telah terbukti bahwa limit fungsi dari barisan fengerintegral Riemann
juga ter integral Riemann, asalkan barisan fungssebut bersifat terintegral
serentak. Selanjutnya limit fungsi dari barisangginyang konvergen hampir di
mana-mana juga terintegral Riemann, apabila dithkda syarat lain, yakni :

barisan fungsi yang terbatas seragam.
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