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Abstract. In this article, we investigate how to reduce bstact degenerate Cauchy problem
to an abstract nondegenerate Cauchy problems.pfbidem is discussed in the Hilbert space

which can be writen as an orthogonal direct sunkef M and RanM . Under certain

assumptions, abstract degenerate Cauchy problembecaeduced to abstract nondegenerate
Cauchy problems which is easier to solve. If weehavsolution of abstract nondegenerate
Cauchy problem, then using certain transformatiom ean find the solution of abstract

degenerate Cauchy problems.
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1. PENDAHULUAN

Masalah Cauchy abstradegenerate
mulai mendapatkan perhatian bagi para
peneliti kurang lebih dalam sepuluh tahun
terakhir. Dalam kasus dimensi berhingga
masalah ini dapat dipahami lebih mudah
dan lengkap dibandingkan dalam kasus
berdimensi takhingga. Hal ini disebabkan
dalam kasus dimensi hingga dimungkinkan
membawa matritM danA (1.1) bersama-
sama ke bentuk normal.

Diperhatikan masalah Cauchy abs-
trak,

d

oMzt = Az() (1.1)

denganM, A operator-operator linear dari
ruang Hilbert H ke ruang Hilbert K dan
operatorM belum tentu mempunyai invers.
Permasalahan (1.1) disebdégenerate, ji-
ka operatoM tidak mempunyai invers.
Berikut akan diselidiki cara mere-
duksi masalah Cauchy abstrdégenerate
ke masalah Cauchy abstnadndegenerate.
Jika cara ini dapat ditemukan, maka untuk
menyelesaikan masalah Cauchy abstrak
degenerate dapat dikerjakan dengan me-
nyelesaikan terlebih dahulu masalah
Cauchy nondegenerate yang selanjutnya
dikonversi ke penyelesaian dari masalah
Cauchydegenerate. Oleh sebab itu akan

di-selidiki asumsi-asumsi yang diperlukan
agar Masalah Cauchy abstrdkgenerate
dapat dibawa ke masalah Cauchy abstrak
nondegenerate yang lebih mudah untuk
dicari penyelesaiannya.

Masalah Cauchy abstrak dalam ka-
sus dimensi berhingga telah dibahas seca-
ra lengkap beserta contoh dan aplikasinya
dalam teori kontrol [3]. Masalah Cauchy
dalam kasus dimensi tak hingga dianta-
ranya dibicarakan oleh [5]. Dalam pem-
bahasannya diasumsikan bahwa operator
M self adjoint dan non negatif. Selain itu
masalah Cauchy dalam ruang Banach juga
telah dibahas [1]. Masalah Cauchy abstrak
nondegenerate secara lengkap sudah diba-
has oleh [4]. Aplikasi masalah Cauchy
nondegenerate pada limit nonrelativistik
dari persamaan dirac juga telah dibahas
oleh [6].

2. KONSEP DASAR

Penyelesaian  masalah  Cauchy
abstrakdegenerate berkaitan dengan infi-
nitesimal generator suatu semigrup kontinu
kuat. Teori-teori tentang semigrup kontinu
kuat dibahas oleh [2]. Adapun sebagai
penunjang penelitian ini diperlukan teori-
teori tentang operator linear pada ruang
Hilbert, yang diantaranya telah dibahas
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oleh [7]. Berikut akan diberikan beberapa
definisi dan teorema dasar yang diperlukan
untuk pembahasan selanjutnya.

Definiss  2.1. [7] Operator T:H; - H,
dikatakan tertutup jika dipenuhi: Jika
barisan {f} O D(T) konvergen di dalam
H, dan barisan {T} konvergen di
dalam H , maka lim f0D(T) dan T(lim
fo)=lim Tf.

Definisi 2.2. [2]
Diberikan  §(:[0,») - H keluarga
operator terbatas pada X S([) disebut
semigrup jika

h s9=1,

(i) S(t+s)=S(t) §s), t,s=0.
Selanjutnya jika dipenuhi :
(i) Jim S(t)x=x, untuk setiap xUX,

maka () disebut semigrup kontinu kuat.

Definisi 2.3. [2]

Diberikan s(0[0,) ~ H. Semigrup kon-
tinu kuat pada X. Operator linear A
dikatakan infinetisimal generator dagii),

. 1
jika Ax= hh_moF(S(h)x—x),
untuk

xDD(A)I{xDX|hMO%($h)x—x) ada}.

Teorema 2.4 [4]. Diberikan A operator
linear terdefinisidense dengan p(A)# Q.

Masalah nilai awal%u(t)=Au(t), t>0 dan

(u(0)=x) mempunyai penyelesaian tunggal
yangturunannya kontinu pad@,) untuk
setiap nilai awal yang diberikan jika dan
hanya jika A merupakan infinetisimal ge-
nerator dari suatu semigrup kontinu kuat.

Adapun penyelesaian masalah Cau-
chy abstrak pada persamaan (1.1) yang
dimaksud dalam pembahasan ini dide-
finisikan sebagai berikut.

Definisi 2.5. Penyelesaiarstrict dari ma-
salah Cauchy abstrak (1.1) adalah suatu
fungsi kontinu z:[0,0) -~ H sehingga
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z()d D(A) nD(M) untuk semua #0,
Mz(t) mempunyai turunan yang kontinu
dan memenuhi persamaan (1.1).

3. HASIL DAN PEMBAHASAN
Dalam mereduksi masalah Cauchy

abstrak degenerate ke nondegenerate di-
perlukan beberapa pengertian dan asumsi
di bawah ini.
Misalkan dibentuk suatu himpunanD
={z(t)LUD(A)|Az(t)Ll (RanM ) }. Dengan
menggunakan definisi 2.5, dapat disim-
pulkan bahwa setiap penyelesaiainict
masalah Cauchy abstradegenerate me-
menuhi z(t) U Da untuk semua %0,
dengan

Da={z(t)LUD(A)|Az(t)JJ (RanM ) }.

Asumsi 3.1. Operator A, M tertutup dan
terdefinisi dense.

Teorema 3.2. Dengan Asumsi 3.1 ope-
rator A|_  tertutup.

Bukti.

Misalkan {z,(t)}0DaD(A) sedemikian
hinggalim z,(t)=u(t) dan limAz,(t)=wt).
KarenaA tertutup makau(t)dD(A) dan
Au(t) = v(t). Akan teta-pi perlu diingat
bahwa untuk setiapz,(t)0Da, maka
Az,(t)0 (RanM ). Oleh karena ituv(t)]
(RanM) sehinggau(t)d Da. m

Karena M operator tertutup, maka
Ker M merupakan ruang bagian tertutup
dari H. Misalkan P proyeksi ortogonal
pada Ker M, akibatnya P" =1-P juga
merupakan proyeksortogonal pada Ker
M)". KarenaM tertutup dan terdefinisi
dense dalam H, makaM™ tertutup dan
terdefinisi dense dalam K. Untuk selan-
jutnya misalkan pulaQ proyeksi ortho-
gonal padaKer M’, akibatnyaQ'=1-Q
juga merupakan proyeksirtogonal pada
(Ker M)". Dengan demikian dapat
dituliskan

PH=Ker M, PTH= (RanM" ) ,
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QK= Ker M" danQ" K= (RanM).

OperatorM injektif jika dan hanya
jika Ker M={0}. Oleh karena itu agar di-
mungkinkan mereduksi operatdd yang
belum tentu mempunyanvers ke operator
yang mempunyanvers terlebih dahulu di-
definisikan operator pembatasan dafi
pada

(Ker M) n D(M) sebagai berikut.

Mr = M|yum,, dengan D(M,) = (ker
M) " n D(M).

Operator M |p y=M; mempunyaiinvers
seperti tertuang dalam lemma berikut.

Lemma 3.3 Operator M mempunyai
invers. Misalkan (PT)_l{x(t)} merupakan
bayangan invers dari x(t)J (Ker M)"
terhadap proyeksP ™ yaitu

(P X} ={x(t) + y(t)| y(t) TKerM},
X(t) O (Ker M)".

Apabila diperhatikan himpunan

(PT)_]{ X(t)} belum tentu merupakan
singleton.

Selanjutnya akan  didefinisikan
operator Ag yang merupakan operator

pembatas dari operatéy pada (Ker M)"
seba gai berikut
AL} ={ (P x0y n D, |

A{X1)} O (RanM),
untuk setiap(t) JD(Ao)
dengan, D)=

{ x(t)O(Ker M )D|(PT)'1{x(t)} n D, ¢¢}.
Operator Ag bernilai tunggal jika
(PT)_l{ x(t)}n D, merupakan singleton.

(1.2)

Untuk itu diperlukan asumsi sebagai
berikut.
Asums 3.4. PDoODa dan operator
(QAP)bpa mempunyai invers yang
terbatas.

Teorema 3.5. Dengan Asumsi 3.1 dan 3.4,
vektor z(tJH merupakan anggota ruang

bagian I jika dan hanya jika z(E)D(A)
dan Pz(t) = —(QAP) QAP " (t).

Akibat 3.6. Setiapx(t)OP " Da O (ker M )"
menyatakan dengan tungga(t) O Da
sehingga x(t) P z(t) dan

2(t) = (1-(QAPY'QA) x(t).

Menurut Akibat 3.6 dapat disim-
pulkan bahwa himpunan

(PT){xt}nD,
merupakan singleton.
Selanjutnya berdasarkan Akibat 3.6
dapat didefinisikan operatorZ, yaitu
sebagai berikut.

Z,= P - (QAP)"QAP".
OperatorZ, terdefinisi pada
D(Zx) O P " Da.
Pembatasan, 7o, adalah 1- (QAP) QA

pada P" Da yang merupakamnvers dari
proyeksi P' |, dalam artiz,P" =1 pada

DadanpTz, =1, padaP " Da .

Jadi operatoA, (lihat 2) dapat dinyatakan
menjadiA;=A Za, pada DAg)= P’ DA dan
untuk setiapz(t) O Da diperolehAgx(t )=
Az(t) denganx(t)=P T z(t).

Asumsi 3.7. Operator A mempunyai in-
vers yang terbatas.

Operator A tertutup dan mempu-
nyai invers terbatas ekuivalen dengan
operatorA injektif denganRan A = K. Hal
ini berakibat Al,, mempunyainvers ter-
batas yaitu

AlDA: DA - QT K,

(Alp,)": Q'K - Da
Dengan demikian operatdg™ = (A Zy) ' =
PTA™ o« terbatas dan terdefinisi pada
Q'K .

Dengan asumsi-asumsi di atas,
maka untuk setiapl]l Do diperoleh Az=
Ao X, denganx =P zLebih lanjut untuk
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zOD(M)diperoleh Mz=M,x, dengan

x=P"zn dan operatoM  invertibel. Jadi

masalah Cauchy abstralegenerate (1.1)
dapat direduksi ke bentutondegenerate:

d M, x(t) = A,x(t), x(©0)=PTz,.

dt

4. PENUTUP

Untuk mencari penyelesaian ma-
salah Cauchy abstraklegenerate dapat
dilakukan dengan terlebih dahulu me-
reduksi masalah Cauchgegenerate ke
masalah Cauchgondegenerate yang lebih
mudah dicari penyelesaiannya. Bentuk ini
lebih mudah diselesaikan karena operator
M invertibel. Selanjutnya untuk mencari
penyelesaian masalah Cauctiggenerate
digunakan operator tertentu yang menga-
wankan setiap penyelesaiapndegenerate
ke degenerate ke penyelesaian masalah
Cauchy abstralkdegenerate. Oleh karena
itu sebagai saran, studi tentang operator
tertentu tersebut sangat menarik untuk
dikaji lebih lanjut.
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