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Abstract. The stability analysis for a competition model betw two populations is the main
topic in this paper. Stability is studied by comsidg the eigenvalues of system differential
equations according to the logistic equations wlaoh developed for two populations. This
paper can also be used as an introduction of thétative theory through a stability analysis.
Additionally, this paper is proposed to the begisria differential equations.
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1. PENDAHULUAN

Masalah aplikasi dapat diyatakan
dalam bentuk persamaan differensial jika
dikehendaki kajian terhadap adanya peru-
bahan. Berbagai masalah aplikasi dapat di-
nyatakan dalam bentuk sistem persamaan
differensial, misal pada masalah mekanik,
dinamika molekul, reaksi kinetik kimia dan
rangkaian elektronik [5], resesi ekonomi
[9]. Sebagai contoh yang sederhana yaitu
jika diketahui kecepatan partikel maka
akan dicari posisi partikel pada suatu wak-
tu. Hal ini berarti aspek perubahan dike-
tahui yaitu perubahan posisi terhadap wak-
tu (kecepatan).

Persamaan yang memuat turunan
disebut persamaan differensial. Sedangkan
turunan tertinggi yang muncul dalam per-
samaan itu disebut tingkat dari persamaan
differensial tersebut. Penyelesaian persa-
maan differensial tingkat tinggi yang ada
tidak dapat diselesaikan dengan mudah
secara analitik. Salah satu cara yang digu-
nakan adalah menyatakan persamaan diffe-
rensial tingkat tinggi menjadi sistem per-
samaan differensial tingkat satu. Selanjut-
nya, kajian dilakukan pada sistem persa-
maan differensial tingkat satu.

Pada masa penemuan persamaan
differensial pada abad 17 oleh Newton,
Leibniz, Bernoulli, Euler, Lagrange, dan
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Laplace [10], diketahui bahwa tidak
mungkin mencari penyelesaian semua jenis
persamaan differensial. Salah satu cara ka-
jian yang dilakukan sebagai pengganti ada-
lah mempelajari stabilitas sistem. Selain
itu, sangat sulit untuk menyatakan sifat
umum dari penyelesaian persamaan diffe-
rensial. Oleh karena itu, kajian dibatasi
pada masalah persamaan differensial line-
ar. Kelinearan dari persamaan differensial
dijelaskan sebagai berikut.

Persamaan differensial yang diba-
has dalam makalah ini berbentuk

X(t) = AX, (1.1)
denganrA adalah matrikgeixn,
X = (xl,xz,...,xn) dan

.
i(t)zg{d—xl,d—xa...,d—’*j . Matriks
dt dt dt dt
A adalah matriks yang setiap komponen-
nya konstan (tidak tergantung pada peubah
tak bebasx dan peubah beb#s. Persama-
an differensial di atas dikenal sebagai
sistem persamaan differensial linear. Hal
inilah yang akan diperkenalkan penulis.
Pada teori stabilitas, masalah utama
yang dikaji adalah mempelajari perilaku
penyelesaian persamaan differensial pada
t - . Hal ini dapat dilakukan dengan
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mengetahui akar-akar karakteristik dari
matriks A pada persamaan (1.1). Akar-akar
karakteristik merupakan penyelesaian dari
persamaan karakteristik yang diperoleh
dengan menyelesaikan det— Al |=0.

Makalah ini terlebih dahulu mem-
bahas bentuk umum persamaan differen-
sial. Hal ini ditunjukkan pada Subbab 1.1.
Adapun penyajian teori untuk stabilitas
dilakukan dengan mempelajari model
kompetisi yang ditunjukkan pada Bab 2.
Beberapa penyelesaian secara numerik di-
tunjukkan pada bab berikutnya.

1.1 Pengantar Persamaan Differensial
Autonomous
Bagian ini
ulang dari [9].
Persamaan differensial tingkatdapat di-

tulis

n n-1
d’x =F X,%,...,d—_i(,t ) (12)
dt" dt dt"

denganx adalah peubah tak bebas dan
adalah peubah bebas.

merupakan cuplikan

Persamaan (1.2) dapat ditulis sebagai

sistem persamaan tingkat-1 sebagai beri-

kut.
ax

—=f(x1), 1.3a

g & (1.3a)
atau

X = (X, X yeen X, b ), (1.3b)

dengan X adalah vektor kolom dengan
komponenx, dan dot (titik diatas peubah
X menyatakan turunan terhadapUntuk
menyelesaikan persamaan (1.3a) atau
(1.3b) diberikan nilai awal dan dinotasikan
sebagai

X(ty) = %o,
dengant, adalah waktu awal.
Persamaan (1.3a) mempunyai penyelesaian
tunggal jika di sekitar t(, X,) f kontinu
dan turunannya ¢ontinuously differen-
tiable’) ada untukX di suatu daerah asal
D. DaerahD tersebut merupakan daerah
asal yang memuaX, danl adalah interval

terbuka yang memuat, [10]. Secara

(1.4)

ringkas dapat dituli§ 0C(D,0")dengan
data awal (t,,X, ) NotasiC menyatakan
ruang kontinu.

Contoh 1.
Contoh ini tidak memuat ketunggalan pe-
nyelesaian

x=+/x,  x(0)=0. (1.5)
Dengan mengikuti aturan integral untuk
masalah x2dx = dt diperoleh

JX = %+ k, dengan k adalah konstanta

integrasi yang dapat diperoleh jika nilai
awal diketahui. Dengan menggunakan
nilai awalx(0)= 0, diperoleh

x= ¢ /2y, dengarnx(0) =0 .
Disini
D ={x|x = (t/2)? untukt 0 1,x(0) = 0}
dan | ={t|t,<t<T}, T adalah waktu
maksimum pengamatan. Ketaktunggalan
dikarenakan adanya ketidakkontinuan dari

turunan/x padat = 0.

x(t)

Gambar 1. Grafikx(t) = (t/2)°, x(0)=0.

Suatu sistem yang tidak bergantung
secara eksplisit padd disebut sistem
autonomous. Jika sistem dapat diperluas
untuk semua sistem autonomous pada
—o<t<oo, sistem dikatakan sistem
dinamik. Sistem autonomous dapat ditulis
sebagai

x=f®), %(0) =%. (1.6)
Disini diasumsikan bahwa waktu awal
adalahty = 0
Penyelesaiarx t (dari persamaan (1.6) da-

pat dipandang sebagai suatu kurva di ruang
n-dimensi (disebut ruang fase) dan kurva
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tersebut dinamakan kurva integral/orbit/
trayektori melaluix, .

Definis 1. Jika pada suatt = X, dipenuhi
f(% ) =0, makax = %_ disebut titik kritis
ftitik setimbang /titik singular atau titik
stationer Pernyataan f (X.) =0 berarti

pulax=0.

Berikut ini diberikan beberapa sifat-sifat

penyelesaian sisteautonomous

a. Jika X(t)adalah penyelesaian sistem
(1.6), makaX(t +a )adalah penyelesai-
an untuk sebarang konstaam Suatu
trayektori menyatakan beberapa penye-
lesaian yang berbeda satu sama lain
oleh karena adanya translasi

b. Trayektori tidak melalui titik setim-
bang. Jika suatu trayektori berakhir pa-
da suatu titik, maka titik tersebut ada-
lah titik setimbang.

c. Trayektori tidak pernah bersilangan.

d. Trayektori suatu penyelesaian periodik
adalah kurva tertutup.

Sifat-sifat ini penting karena dengan mem-

pelajari sifat trayektori secara geometri,

kita dapat menjelaskan sifat-sifat kualitatif

seperti keterbatasan dan periodisitas suatu

penyelesaian.

Selanjutnya, masalah kompetisi da-
ri dua macam populasi dibahas pada bab
berikut ini untuk menjelaskan hal-hal ter-
penting dalam teori kualitas.

2. MODEL KOMPETISI ANTARA

DUA MACAM POPULASI

Model ini dapat diterapkan untuk

berbagai macam masalah kompetisi. Be-
berapa contoh masalah aplikasi yang telah
dibahas dapat dilihat pada referensi [8]
yang membahas tentang kompetisi antara
dua spesies dan pada referensi [7] yang
membahas tentang model nutrin. Model
kompetisi dikenal juga sebagai Lotka-
Volterra, dijelaskan di [8] dan [9]. Berikut
ini penulis menjelaskan model kompetisi
untuk sebarang 2 populasi.
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Misal ada 2 macam populasi,
dan N, berkompetisi untuk sumber daya
yang terbatas. Diasumsikan bahwa untuk
masing-masing jenis populasi tidak me-
mangsa satu sama lain. Tiap populasi tum-
buh tanpa ada pengaruh kehadiran populasi
lain. Populasi tumbuh mengikuti persa-
maan logistik. Pengaruh kompetisi mem-
buat penurunan dalam lajiN,dan N,.

Diasumsikan bahwa lajuN, yaitu doll\:l

dan laju N, yaitu dN, yang diberikan

dt
oleh [9] .
dN, N N
=a,N,|1-—L—-b 2|, 2.1
ol 1( K, blej (2.1)
dN, _ N,

N
a,N 1———b—1j. (2.2)
dt 22( K, °K

2
Dari model ini, laju dari populasN, dan
laju dari populasiN, diketahui. Kita ingin
mengetahui perilakuN,dan N, untuk

t — o . Untuk menyelesaikan masalah ini,

maka persamaan (2.1)-(2.2) ditulis dalam
bentuk tak berdimensi dengan transformasi
sebagai berikut.

X:I.:m’ X, :&, r=at, p=a,la,
Kl K2

(2.3a)

B, =bK, /K, (2.3b)

B, =b,K,/K,. (2.3c)

Dengan mensubstitusi persamaan (2.3a)-
(2.3c) ke persamaan (2.1)-(2.2) diperoleh

d

dX1 = Xl(l_ X~ /81)(2)' (2-43)
T

dx

dTZ =X, (1_ X, _/82)(1)- (2-4b)

Titik setimbang adalah titik yang meme-

nuhi x = 0. Diperoleh titik setimbang dari
sistem (2.4a)-(2.4b) adalah (0,0), (0,1), dan

(1,0) dan penyelesaian dari sistem
persamaan tersebut adalah
X + 6%, =1, (2.5a)
BoX +%X, =1. (2.5b)

Penyelesaian (2.4a)-(2.4b) adalah
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1-8 X, = 1-5,
1_:81:82 ’ 1_ﬁ1ﬁ2
Penyelesaiarx, dan x, relevan jika tidak
negatif. Hal ini berarti
B 21 B, 21 BB, >1.

B <1 B <1 BB, <1.

Untuk selanjutnya kualitas dari sistem
dipelajari dengan memilihg, =15 dan

B, =2. Nilai ini dipilih untuk memper-
mudah perhitungan. Kualitas sistem dipe-
lajari dengan melihat stabilitas dari sistem
itu. Hal ini dilakukan dengan melihat sifat
dari titik setimbang (0,0), (0,1), (1,0) dan
titik setimbang pada persamaan (1.10).
Langkah yang dilakukan adalah meline-
arkan sistem persamaan (2.4a)-(2.4b) dise-
kitar titik setimbang dengan deret Taylor.

X, = (2.6)

Kasus 1. Titik setimbang (0,0).
Diperoleh sistem persamaan linear

d

ax 10

dr |- % 2.7)
| [0 p]x

dr
Dengan menyelesaikan determinan

|A=Al|=0 dan A adalah matriks dari
sistem persamaan (2.7) daradalah ma-
triks identitas diperoleh akar-akar karak-
teristik A,=1 dan A, = p. Disini A, A,
positif sehingga titik setimbang (0,0) ada-
lah titik setimbang tidak stabil.

Kasus 2 . Titik setimbang (0,1).
Untuk mempelajari stabilitas titik setim-
bang (0,1) digunakan transformasi

X* =X, (2.8a)

X,* =X, —1. (2.8b)
Substitusikan persamaan (2.8a)-(2.8b) ke-
dalam persamaan (2.4a)-(2.4b) serta meng-
gunakan B, =15, B, =2, dan linearkan
persamaan (2.4a)-(2.4b) dan hilangkan tan-
da * diperoleh

dx,

ar |[705 0Tx]
|| -20 -p] %

dr

(2.9)

Dengan cara yang sama seperti di atas,
diperolehA, =-05, A, = —p. Kedua akar

karakteristik bertanda negatif. Titik setim-
bang (0,1) disebut titik stabil asimtotik.

Kasus 3. Dengan cara sama dengan kasus
2 dapat diperoleh bahwa titik (1,0) adalah
titik setimbang stabil asimtotik.

Kasus 4. Titik setimbang (0.25, 0.5).

Titik ini ditransformasikan ke (0,0) dengan
aturan

X* =x, — 025, (2.10a)
X,* = X, — 025. (2.10b)
Dengan transformasi (2.10a)-(2.10b) pada
sistem (2.4a)-(2.4b) dan dilinearkan, serta
menghilangkan tanda * diperoleh

dx,
- 025 - 0375
dr |- a1
dx, -p  -05p|x,
dr

Dengan cara yang sama seperti di atas,
diperoleh akar-akar karakteristik

A, =[-(050+ 025)+
J(05p+ 025 + p} /2

Peubahp selalu positif, maka ekspresi di-

dalam akar menghasilkan bilangan riil. Se-
lanjutnya, akar-akar karakteristik berbeda
tanda. Oleh karena itu, titik setimbang
(0.25, 0.5) adalah titik pelana tidak stabil
(‘unstable saddle point’

(2.12)

3. PEMBAHASAN DENGAN
SIMULASI NUMERIK

Penyajian di atas dilakukan secara
manual dan studi stabilitas secara manual.
Pada makalah ini ditunjukkan simulasi nu-
merik untuk masalah di atas, yaitu dengan
membuat bidang fase dari persamaan diffe-
rensial (2.4a)-(2.4b). Dengan mengguna-
kan pplane5dapat diperoleh diagram fase
seperti yang ditampilkan pada Gambar 2.
Metode numerik yang digunakan pada
program pplane5 adalah metode Runge-
Kutta tingkat-2 dan toleransi 0.0001. Teori
tentang metode ini dapat dilihat di [4].
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Gambar 2. Grafik penyelesaian sistem per-
samaan differensial (2.4a)-
(2.4b) dengan B, =15 dan

B,=2,p=1.

Besarnya parameterp sangat
mempengaruhi penyelesaian dari sistem
differensial linear yang menentukan stabi-
litas dari titik setimbang. Hal ini dapat di-
jelaskan dengan memperhatikan bilangan
bersyarat dari matriks A yang dicari akar-
akar karakteristiknya. Bilangan bersyarat
dari suatu matriks A didefinisikan sebagai

<A =|A, a7,
denganiaj, =, I X |

Jika bilangan bersyarak(A) = , Imaka

sistem dikatakan bagusvéll definedl dan
jika k(A) >>1, sistem dikatakan sakitll(

conditioned. Berbagai masalah aplikasi
sering mengalami keadaan ini. Akan tetapi
selama perubahan dari sistem tetap mem-
berikan penyelesaian terbatas, maka kon-
disi ini masih dapat diterima.

Pada bahasan berikut ini diberikan
contoh analisa matriks stabilitas pada Bab
2 dengan mempelajari besarnya bilangan
bersyarat dari matriks. Perlu diingat bahwa
komputasi telah dilakukan untuk bentuk
persamaan differensial yang tidak berdi-
mensi yaitu persamaan (2.4a)-(2.4b).

Kasus 1. Sistem persamaan differensial
(2.7)

Tampak bahwa jikaO< p<< |1 maka
sistem dapat dikatakan ‘sakiill (conditi-
oned. Hal ini dapat ditunjukkan dengan
melihat bilangan bersyarat dari matriks
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10
A:{O ,0} yang jauh lebih besar dari 1.

Studi tentang hal ini dapat dilihat di [10].
Secara aplikatif, besarnya menentukan
besarnya faktor kompetisi, karena
p=a,/la (lihat 2.3a). Jikap= I1maka
faktor kompetisi dapat dikatakan seban-
ding antara kedua populasi. Dari aspek sis-
tem persamaan linear, matriks menjadi
matriks identitas, dan sistem dikatakan
‘bagus’ (vell definedl. Hal ini dapat dilihat
bahwa bilangan bersyarat dari matriks A
adalah 1.

Kasus 2. Sistem persamaan differensial
(2.9

Untuk p=1 bilangan bersyarat dari
matriks A adalah 10.4039. Bilangan ber-
syarat ini dapat dikatakan tidak terlalu
besar (masih O(1)). Secara sama dapat di-
amati untukO < p << 1diperoleh bilangan
bersyarat yang besar, sehingga sistem dika-
takan sakit. Secara aplikasi keadaan
0< p<<1, menunjukkan bahwa faktor

kompetisi untuk populasiN, jauh lebih
besar dibandingkan faktor kompetisi, .

4. PENUTUP

Stabilitas untuk model kompetisi
antar dua populasi telah disajikan dalam
makalah ini. Faktor kompetisi antara kedua
populasi merupakan faktor utama. Hal ini
dikaji dengan mengamati akar-akar karak-
teristik dari matriks kestabilan. Kestabilan
matriks dihubungkan dengan besarnya
bilangan bersyarat matriks tersebut. Pada
hasil studi di atas, besar tidaknya bilangan
bersyarat ditentukan oleh perbandingan
faktor kompetisi antara kedua populasi
yang ditunjukkan oleh parametgr. Un-

tuk 0< p<<1, faktor kompetisi populasi
N, jauh lebih besar dari populaki, .
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