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Abtract. In this paper will be studied a Generalized NoneainRayleigh Oscillator. It will be
shown that the recently developed perturbation otetrased on integrating factors can be used
to approximate first integrals and periodic solngioNot only approximations of first integrals
will be given, but it will also be shown how in ather efficient way the existence and stability
of time-periodic solutions can be obtained fromsthapproximations.
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1. PENDAHULUAN
Dalam terori Perturbasi persamaan
Van der Pol yang mempunyai bentuk

Y+Y=¢e(1-Y?), (1.1)
dimana ¢ adalah parameter yang cukup

kecil yang memenuhi0, & << 1, Y adalah

turunan Y terhadap waktut, merupakan

persamaan yang sangat populer yang dapat
memberikan contoh lengkap tentang kebe-
radaan dan keunikan (ketunggalan) suatu
solusi dari persamaan differensial orde dua
yang diperturb (diganggu). Sekarang apa-
kah keberadaan dan keunikan solusi ter-
sebut masih bisa dipertahankan manakala

suku perturbasinya yakn¥yang di se-
belah kanan dari persamaan (1.1) diper-

umum yakni menjadh'(%? Perlu dicatat
bahwa banyak peneliti yang telah mem-
pelajari secara detail dan luas dengan
berbagai macam metoda dari perluasan
persamaan Van der Pol (1.1). Misalnya
saja Mickens dalam makalahnya di [3]
telah mempelajari secara detail perluasan
persamaan (1.1) yakni

Y+Y=g(1-Y2 )3, (1.2)
Dia menggaproksimasi solusi-solusi pe-
riodik dengan menggunakan metoda
aproksimasi pertama dari Krylov dan
Bogoliubov. Juga ketika perluasan per-
samaan Van der Pol (1.1) yakni

Y+Yi=g(1-Y? Y, (1.3)

telah dipelajari secara detail oleh Mickens
dalam makalahnya [2] dengan menggu-
nakan metoda aplikasi dari teorema
Lienard-Levinson-Smith. Mickens meng-
aproksimasi solusi periodik dengan meng-
gunakan metoda harmonic balance. Kemu-
dian dengan menggunakan metoda per-
turbasi yang didasarkan pada faktor-faktor
integral Waluya dan Van Horssen di [7]
memperumum persamaan (1.1) menjadi

Y+Y ™ =g(1-Y2 )Y,  (14)
dimana m,nON . Pengembangan teori
perturbasi yakni perturbasi yang didasar-
kan pada faktor-faktor integral telah ba-
nyak digunakan dalam menganalisa ber-
bagai macam persamaan differensial tak
linear (lihat [4,5],[7]-[10]). Banyak meto-
de-metoda perturbasi lain seperti halnya
metoda averaging (lihat [6]), metoda
multiple time-scaleg(lihat [5, 6]), metoda
harmonic balancélihat [6]) dan yang lain-
lain yang digunakan oleh banyak peneliti
untuk menganalisa persamaan diferensial
tak linear. Dalam makalah ini akan juga
dianalisa perumuman dari persamaan Van
der Pol yang berbentuk

Y+Y =e(l-Y2 W, (1.5)
dimana m,nO/AN dengan menggunakan
metoda perturbasi yang didasarkan pada
faktor-faktor integral. Persamaan (1.5) me-

rupakan perumuman dari persamaan (1.2)
yang telah diteliti oleh Mickens dalam ma-
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kalahnya [3]. Makalah ini diuraikan seba-

gai berikut. Pada bagian ke dua dari maka-
lah ini ditunjukkan bagaimana aproksimasi

dari integral-integral pertama dapat dikons-
truksi dengan menggunakan metoda per-
turbasi yang didasarkan pada faktor inte-
gral. Eksistensi dan kestabilan dari solusi
periodik dapat diberikan dalam bagian ke
tiga. Bagian ke empat dari makalah ini ber-
isi penutup.

2. Aproksimasi Integral Pertama

Dalam bagian ini kita akan tun-
jukkan bagaimana metoda perturbasi yang
didasarkan pada faktor-faktor integral da-
pat diterapkan pada perluasan Fractional
Van der Pol tak linear. Perhatikan kembali
persamaan perluasan Fractional Van der
Pol tak linear

X+X=g(l-X2 X% (2.1)
Solusi-solusi tanpa gangguan dari (2.1),
yakni dengan& =0 membentuk sebuah
keluarga dari orbit-orbit periodik. Keluarga
ini akan memenuhi seluruh bidang phase

(phase plang (X,X). Setiap orbit
periodik bersesuaian dengan sebuah
konstanta energE = % X2 +% X 2. Sebuah

konstanta energiE bersesuaian dengan
sebuah sudut phagg yang didefinisikan

dengan ¢ = arcsin(ﬁ). Kita gunakan

transformasi (X,X ) (E,¢), dan kita
dapatkan

E=eXf = g (Ew),
Y=1-e5cf = (EY),

dimana f =(1—X2)%. Dengan menga-
likan persamaan pertama dan kedua dalam
(2.2) dengan faktor-faktor integral, dan

Mo berturut-turut, maka berdasarkan teori
dari faktor-faktor integral yang dinyatakan
dalam makalah [4, 5] bahwg, dan u»
harus memenuhi

(2.2)
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OH _ 0K,

oy  OE’

6 1 —

gtl “a%(ﬂ1g1+,u292), (2.3)
a P —

3(: ‘_%(/»11g1+/~1292).

Dengan memperluagy dan g, dalam
deret pangkat dalang dan dengan men-
substitusikang; ; g, dan perluasan faktor-
faktor integral ke dalam (2.3), dan dengan
memisahkan dan mengumpulkan suku-
suku yang berpangkat sama dakkita
akhirnya mendapat masalah-masalah
O(e"), untuk n=0,1,2,. (lihat juga [4,

5],[8]-[10]). MasalahO( 50) adalah

6#1,0 — a:uz,o
oy _ OE '
0/11.0 - _ 6/‘12.0
o0 ~  O0E ’ (2.4)
a'uz,o — _afuz,o
at EI7

dan untuk n>1masalah-masalalo( ")
adalah

aﬂln - a#Zn

Y ~ OE’

OHy, __ 0

5t = aE(HLN 1911+ H2n 1921+ H2n).
OHan _ _ 9

5 5y HLn 1911+ H2n 1021+ K2n).

(2.5)
dimana&gyg = ¢1,802,1= 92 —1. Masalah
O(?0) dalam persamaan (2.4) dapat mudah
diselesaikan dan menghasilkan

H1p =hip (B =1), iop =hyp(Egy —1)
oh;g _ 0hyg
aw — oE -

dengan Fungsi-fungsih;p dan
hop masih sebarang dan sekarang akan
dipilih sesederhana mungkin. Kita pilih
hip =1 dan hyg =0, dan juga (lihat juga

[4, 5], [8]-[10])

Hip =1, 129 =0 (2.6)
Maka, dari masalah ordes dalam (2.5)
411 dan 1 diperoleh
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t
p1 == ([ (1= XZ)XFd),
(2.7)

ot off )

t
pag == ([ (1= X)X

Sebuah aproksimadf,; dari sebuah inte-

gral pertamd = constantdari sistem (2.2)
dapat diperoleh dari (2.6), (2.7), dan teori
dari faktor-faktor integral yang dinyatakan

dalam makalah [4, 5], [8]-[10], dan
menghasilkan
t
F = E—gj(l—xz)x R (2.8)
dengan
X =+/2E cogy. (2.9)

Prosedur sederhana untuk mengkonstruksi
integral pertama dapat juga dilihat dalam
makalah-makalah [8]-[10]. Seberapa baik
F1 mengaproksimasiF dalam integral

pertamaF =condant mengikuti dari teo-
rema-teorema yang dinyatakan dalam ma-
kalah terdahulu [4, 5],[8]-[10]. Dalam
kasus ini dapat ditunjukkan bahwa (meng-
gunakan teori dalam [4, 5],[8]-[10])

F1‘€ﬂ1191+€ﬂ2,1(92 1)= 5251(E1//)

(2.10)
dimana g; dan gy, dan w7 dan poq

diberikan berturut-turut dengan (2.2) dan
(2.7). Telah diketahui bahwa (lihat bagian
3 dalam [9] untuk bukti dan referensi)
bahwa sebuah sistem dari dua persamaan
diferensial orde satu mempunyai dua, dan
tidak dapat mempunyai lebih dari dua,
integral-integral pertama secara fungsional.
Aproksimasi lain (bebas secara fungsional)
dari sebuah integral pertama dapat diper-
oleh dengan mengambil

Hop =115 =0 (2.11)
dari pada (2.6). Masalad(¢)dalam (2.5)
dapat juga dipecahkan dan menghasilkan

p11= 0E(j( (1= X2 )X 5 ),

t
fia :%(j(%(l— X2 )X 5 ) ).

(2.12)
Sebuah aproksimasiF, dari sebuah
integral pertamd& = constantdari sistem
(2.2) dapat juga diperoleh dari (2.11),
(2.12), dan teori tentang faktor-faktor
integral dalam [4,5],[8]-[10], dan mengha-
silkan

Fo(Egt)=(¢ - t)+£J-( (1= X2 )X 2 )df

(2.13)
Seberapa baik F, mengaproksimasi
sebuah integral pertamaF =congant

mengikuti dari  teorema-teorema dalam
[4,5],[8]-[10]. Dalam kasus ini kita punyai

dF
=&1101 +EU21(92 —1) = £20,(Ey)

dt
(2.14)
dimana g; dan gy, dan g1 dan up4

diberikan berturut-turut dengan (2.2) dan
(2.12).

3. Solusi-solusi Periodik

Dalam bagian sebelumnya telah di-
tunjukkan aproksimasi secara asimtotik
dari integral-integral pertama. Dalam ba-
gian ini kita akan menunjukkan keber-
adaan, stabilitas solusi periodik tak trivial
dengan menggunakan aproksimasi inte-
gral-integral pertama tersebut. Misalkan
T < adalah periode dari sebuah solusi
periodik dan misalkanc; adalah sebuah

konstanta dalam integral pertama
F(E,yt;¢)=congant dimana solusi pe-
riodik ada. PerhatikarF =c; untukt =0
dant=T.

Kita aproksimasiF denganF; (diberikan
dengan (2.8)), eliminasil dengan pengu-
rangan, kita kemudian dapatkan (meng-
gunakan fakta bahw#&(0)= E(T) untuk

sebuah solusi periodik)
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2m+2n+1

2n+1 df} :O(£2) -

™

.
j(l—xz)x
0
X(T)

[ a- X2)X Z"E‘ﬂ”de =0(£%).
X(0)

™

3.1
Tanpa mengurangi keumuman d(apa)t di-
asumsikan bahwa pada saat0 posisi di
(X(0),X(0))= (AQ) denganA>0. Ka-
rena sifat simetri dari orbit-orbit yang tak
diganggu dalam bidang phase maka kita

punyai (X(Z).X(L))=(-Ap). Dari (3.1)
dapat kita peroleh

(E)=)(£?), (3.2)

A
dimana |(E)=4j(1—x2)x%dx.
0

Untuk mendapatkan sebuah solusi periodik
untuk (1.5) kita harus menemukan sebuah
energi E sedemikian sehinggf(E) sama
dengan nol (lihat juga [7, 8]). Dapat mudah
diperiksa bahwa masalah yang sama
(yakni, menemukan nilai nol dati(E))
diperoleh ketika teknik pemetaan Poincar’e
atau metoda Melnikov diterapkan (lihat
juga [1,6]). Untuk menemukan eneggini

kita tulis kembali I(E) dalam (meng-
gunakan (2.9))

I(E):4I1(E)(1— :EE;) (3.3)

dimana

A
|1(E):j(2E—x2)%dx,
0

A (3.4)
|2(E):jx2(2E—x2)%dx.
0
Dapat diperiksa bahwa
E(t) =1 X(t)? +1x(t)? dan

E(0)=1A°. Dari (2.2) kita dapat lihat

bahwaE adalah konstan sampai pada order
O(¢)dengan skala wakt(1). Dengan

menggunakan transformaXi = Au dalam
(3.4) dan menggunakan fakta bahwa
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E=E0)+0O(&)untuk 0<t<T dapat
mudah diperlihatkan dari (3.2)-(3.4) bahwa
(3.2) dapat ditulis dalam

4el; (E)(1-Q)=0(&P) , (3.5)
denganp>1
dimana
— J (mn)
Q=2E1rny: (3.6)
dan dimana

1 2 P d ﬂ/—( 2?4?3
= — 4n+2 =1\ 4m2 J
J(mn)=[(1-u?)Fdu="FL o,
0

Ar(e)

1 2 2 2mt+l \/77-/' 2m+4n+3
Jz(m,n)zj'u (1-u® )™ du=—— 2=
0

(3.7)
dengan /~ adalah fungsi gamma. Mudah
dilihat bahwa  J(mn)>0 dan

J (mn) >0 untuk semua nilamnON .
Mudah juga dilihat dari (3.6) bahwa
%:Zﬂmgg>o. Ini  mengakibatkan
bahwa Q adalah monoton naik keras.
KarenaQ monoton naik keras dalakkita
dapat simpulkan bahwa terdapat dengan
tunggal, tak trivial nilai E sedemikian
sehinggal(E) = 0. Untuk hasil ini dapat
disimpulkan (lihat juga [[8], section 4.2])
bahwa terdapat dengan tunggal, tak trivial,
stabil solusi periodik untuk (1.5). Misalkan
bahwa pada t=0, X(0)=Ay dan

X(0) =0 untuk solusi periodik.
Maka,

Ix2+ix?=1=F (38)
dimana E; adalah energi sedemikian

sehingga kita punyai solusi periodik. Jelas
Eg memenuhi (lihat juga (3.3) dan (3.5))

— 3 (mn) _ 7(men®)
B0 =3 tmny "y 39)
sampai pada O(Ep_l)dengarp>1.
Periode dari solusi periodik dapat dihitung

sampai O(£P) denganp > 1 dari (3.8),
menghasilkan

dX — 4 [ a2 2
W—i AO_X y

(3.10)
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atau ekuivalen dengan

X =+ A5 - X2 (3.11)

Kemudian dengan mengintegralkan (3.11)
terhadapt dari t=0 sampai% dan kita

peroleh

T=2n. (3.12)
Beberapa phase portrait untuk bebarapa
nilai dari m dan n dapat diberikan dalam
Gambar 1.

_____ SIS PRI S S e S

(dm=1,n=2

Gambar 1. Phase Portrait persamaan per-
luasan Fractional Van der Pol
untuk beberapa nilan dann .

4. PENUTUP

Telah ditujukkan dalam bagian
terdahulu bahwa metoda perturbasi yang
didasarkan pada faktor integral dapat di-
gunakan untuk mengaproksimasi integral-
integral pertama persamaan (1.5) yang me-

rupakan perluasan dari suatu persamaan
fractional Van der Pol yang telah diteliti
oleh Mickens dalam makalahnya [3].
Dalam bab 5 telah ditunjukkan bahwa
keberadaan dan keunikan dari solusi-solusi
periodik dari perluasan fractional Van der
Pol persamaan (1.5) masih tetap dapat
dipertahankan seperti saai=n=0. De-
ngan melihat hasil dari metoda ini yakni
dapat diterapkan untuk kasus umum, maka
perlu dikaji untuk kasus-kasus lain yang
lebih besar yang lebih komplek.

5. DAFTAR PUSTAKA

[1] Arnold, V. 1. (1978), Ordinary

Differential Equations The MIT

Press, Cambridge.

Mickens, R. E. (2002)Analysis of

Non-linear Oscillators having Non-

Polynomial Elastic Terms]ournal of

Sound and Vibratio255: 789-792.

Mickens, R. E. (2003)Fractional

Van der Pol EquationsJournal of

Sound and Vibratio259: 457-460.

Van Horssen, W. T. (1999)A

Perturbation Method Based on

Integrating Factors SIAM Journal on

Applied Mathematicss9: 1427-1443.

Van Horssen, W. T. (1999)A

Perturbation Method Based on

Integrating Vectors and Multiple

Scales SIAM journal on Applied

Mathematics59: 1444-1467.

Verhulst, F. (1996), Nonlinear

Differential Equations and Dynamical

SystemsSpringer-Verlag, Berlin.

[7] Waluya, S. B., and W. T. Van Horssen
(2003),0n the Periodic Solutions of a
Generalized Nonlinear Van der Pol
Oscillator, Journal of Sound and
Vibration 268: 209-215.

[8] Waluya, S. B., and W. T. Van Horssen

(2002),Asymptotic Approximations of

First Integrals for a Nonlinear

Oscillator, Nonlinear Analysis TMA

51: 1327-1346.

Waluya, S. B., and W. T. Van

Horssen, 2002Dn Approximations of

First Integrals for a System of Weakly

Nonlinear, Coupled Harmonic Oscil-

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

76



S. B. Waluya (Solusi-solusi Periodik pada Perludsactional Van der Pol Tak Linear)

lators, Nonlinear Dynamics30: 243- First Integrals for Strongly Nonlinear
266. Oscillators Nonlinear Dynamics32:
[10] Waluya, S. B.,, and W. T. Van 109-141.

Horssen, 2003Dn Approximations of

77



