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Abstract. Propagation of interfacial wave, modeled in amatipn of KdV type, is solved
numerically. A finite different method is used tonstruct a system of linear equations from
the model, and the system is solved by Gauss-Seig¢hod. This numerical procedure is
firstly tested for solitary wave, which gives agremt to the analytical solution, and is then
used to observe a simulation of wave propagatiareiggéed on the left by a generator, for
some various values of parameters, depth and diemdity.
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1. PENDAHULUAN

Makalah ini membahas perambatan
gelombang interface yang terjadi pada per-
temuan antara dua fluida yang masing-ma-
sing, fluida atas dan fluida bawah secara
berturutan, mempunyai rapat massa kons-
tan p, dan p,. Gelombang tersebut secara
fisis dinyatakan sebagai simpangan pada
interface 77(x,t), yang dalam keadaan tak
terganggu berbentuk datar.

Salah satu model hampiran untuk
perambatan gelombang internal adalah per-
samaan yang bertipe KdV. Penurunan telah
banyak dilakukan untuk berbagai kondisi
dan pendekatan; seperti aliran steady [10],
pycnocline yang tipis [9], peninjauan khu-
sus gelombang merambat (traveling wa-
ves) [8], dan fluida dua lapis dengan batas
atas bebas [7]. Hasil studi tentang persa-
maan KdV untuk gelombang internal yang
relative baru dapat dibaca diantaranya [1,
4, 6]. Khusus peninjauan gelombang pada
interface dari sistem dua fluida yang me-
menuhi sistem Hamilton, telah dilakukan
[5]. Perambatan gelombang oleh kebanya-
kan peneliti di atas diamati secara analitik
melalui solusi persamaan KdV yang beru-
pa gelombang soliter. Hal ini memung-
kinkan mengamati perambatan gelombang
yang bertipe lain, selain soliter. Untuk itu,
penyelesaian persamaan KdV secara nu-

merik merupakan salah satu alternative
yang dapat dilakukan.

Pada makalah ini persamaan KdV
untuk gelombang interface diselesaikan se-
cara numerik dengan menggunakan persa-
maan beda hingga. Kesulitan muncul da-
lam menangani suku tak linear dan suku
yang memuat turunan ketiga, sehingga me-
toda beda hingga jarang digunakan pada
persamaan KdV. Oleh karena itu, pengem-
bangan prosedur numerik menggunakan
beda hingga menjadi tantangan dan moti-
vasi dalam tulisan ini. Untuk mengatasinya
digunakan metoda beda hingga implisit ya-
ng dilinearkan seperti yang disarankan
oleh [3]. Prosedur numerik yang dibangun
di sini awalnya diuji untuk gelombang ber-
bentuk secan-hiperbolik, dan menunjuk-
kan kesesuiannya dengan solusi analitik.
Selanjutnya metoda tersebut digunakan un-
tuk mengamati perambatan gelombang de-
ngan pembangkit berada di sebelah Kkiri.
Pengaruh parameter terkait, kedalaman
fluida dan rapat massa, juga diamati pada
perambatan tersebut.

Dalam penyampaiannya, makalah
ini dibagi menjadi beberapa pokok bahasan
untuk mempermudah mengikuti alur pem-
bahasan. Pada pokok bahasan 2 uraian
singkat tentang persamaan KdV diberikan,
yang berkaitan dengan fisis yang dimak-
sud. Kemudian pada pokok bahasan beri-
kutnya dijelaskan prosedur numerik untuk
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persamaan KdV terkait, dan hasil-hasil pe-
ngamatan dari perhitungan numerik diba-
has pada pokok bahasan 4.

2. PERSAMAAN KDV GELOMBANG
INTERFACE

Makalah ini membahas gelombang
internal yang terjadi pada pertemuan antara
dua fluida dua dimensi dengan rapat massa
masing-masing fluida konstap, dan p,
dan ketebalarh, dan h,, selanjutnya dise-
but gelombang interface. Selain itu sistem
dua fluida ini dibatasi di atas dan di bawah
oleh plat datar. Dengan menetapkan inter-
face tak terganggu sebagai sumbu datar,
maka gelombang yang dimaksud merupa-
kan simpangan pada interfacgx,t) se-
perti diilustrasikan pada Gambar 1.

Untuk mengatasi masalah di atas,
metoda ekspansi asimtotik diterapkan, se-
perti banyak dilakukan oleh para peneliti,
diantaranya [11]. Lebih dahulu, gelombang
diasumsikan mempunyai karakteristik pan-
jang-gelombang yang panjang dan ampli-
tudo yang kecil, relative terhadap kedala-
man totalh, +h,, sehingga peninjauan da-
pat dilakukan dalam variable tak berdi-
mensi dan memampatkan variable fisik
dan waktut. Selanjutnya, fungsi potensial
dan simpangan pada interface dimisalkan
dalam bentuk deret terhadap parameter
amplitudo. Peninjauan order demi order
pada kondisi batas menghasilkan persama-
an dari simpangan bertipe KdV. Dalam va-
riable berdimensi persamaan tersebut ber-
bentuk

y =717(x,t)

y=h
o

y=0
P>

y=-h,

Gambar 1. Sketsa gelombang interface

Dengan meninjau fluida bersifat tak
termampatkan dan tak kental, dan partikel
fluida bergerak secara irrotational, per-
samaan dasar dari sistem fluida tersebut
dapat dinyatakan sebagai fungsi potensial
@ dan @ yang memenuhi persamaan
Laplace, dan kondisi batas solid
Ay (%, hy,t) =0, Doy (X hp,t) =0
dan kondisi di interface
M+ @xllx = Ay, T+ Poxllx = Py

ola +110a P +g7)=
polox +1100, 12 +g1)

2.1)

2.2)

Di sini digunakan notasi dengan
indek 1 menyatakan besaran fluida yang
berada di lapisan atas, dan indek 2 untuk
fluida di lapisan bawabh.

118

Ne+Cn+1dni, +90n,=0, (2.3)
dengan
c? = g (pz _:01) h1h2 ’
pih, + p,hy
— 3c (pzhlz - :01h22)
2hth (:01h2 + thl) ’
5= ouh, (oihy + phy)
6(o.h, + p,h,)
(2.4)

Untuk dapat mengamati peramba-
tan gelombang melalui Persamaan (2.3) se-
cara numerik, ukuran variabbe, t dan#s

harus disesuaikan lebih dahulu, sehingga
tiap suku mempunyai orde yang sama. Sa-
lah satunya dengan menyatakan

£=4/a, x, y=%, r=a,t,

(2.5)
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dimanaa, merupakan ukuran satuan dari
amplitudo. Persamaan (2.3) menjadi

(o
yﬁayﬁg(yzway& =0. (26)

Secara analitis Persamaan (2.6) mempu-
nyai solusi gelombang solitar berbentuk

y(§,1) = asechz[%\/%{ e_ﬂa -

_c L H K
32 18\ 5) 1l
m

dengana konstanta sebarang, atau dapat
dinyatakan dalam variabel semula sebagai
solusi (2.3).

2.7)

3. PROSEDUR NUMERIK

Pada bagian ini diuraikan prosedur
menyelesaikan persamaan (2.6) menggu-
nakan metoda beda hingga ForwardTime
Central-Space. Pemilihan cara diskritisasi
tersebut belum cukup untuk menyelesaikan
persamaan (2.6). Kestabilan merupakan
salah satu masalah yang harus dihadapi.
Hal ini dapat diatasi dengan membentuk
persamaan beda implisit. Untuk mendapat-
kannya, nilai turunan terhadayp dihampi-

ri menggunakan rata-rata dua tingkat.
Adanya turunan ketiga pada persa-
maan (2.6) juga merupakan kesulitan yang
harus diatasi. Dari hasil perhitungan tera-
mati bahwa matrik yang terbentuk dari per-
samaan implisit mempunyai elemen diago-
nal yang sangat kecil dibandingkan elemen
lainnya, sehingga kekonvergenan iterasi ti-
dak tercapai. Untuk mengatasinya, persa-
maan (2.6) diturunkan terhada&p menja-
di
C

Yoo +
£ a,

y&‘ +% (yz){{ + 5 ygggg =0. (31)

Sampai di sini pendiskritan persamaan da-
pat dilakukan dengan menggunakan ham-
piran

1 Vg ~ Vg
2A¢&

yr{ =

_Wﬁ‘%ﬁ
2NE

(3.2)

Vo = Y 2yt y -2y +yL
173 2 AQ(Z
(3.3)

1 j+1 j+1 _

- j*1_
Veese = Iz [Yi-5 —4Yi1

+ 6yi

j+1

-
4Yi1 J

Yt Ayl

6y —4y.1 + Vil

(3.4)

dimana A¢ dan Ar merupakan lebar
selang diskritisasi space dan waktu. Se-
dangkan variabel yang ada pada (3.1) di-
nyatakan sebagaf =i Aé, 7= Ar dan
y(&,7)=y/ untuk i, j berupa bilangan
bulat.

Untuk suku tak linear, pendiskritan dilaku-
kan dengan menuliskari = y* dan turu-
nannya dihampiri menggunakan

1‘{ fiHl_Zfijﬂ"' fiql"' fiil_Zfij + fiil}

f..=
143 2

A&
(3.5
Dengan menggunakan uraian
fi"=f)+f,y| Az, hubungan nilai

rata-rata f dua tingkat dengary dipero-

leh dalam bentuk%[fi“1+ fij]z y Y

bleh karenanya, (3.5) menjadi
z[wﬂwﬁl—ZyiA‘ ?2 * yi’_lyi‘ff} (3.6),

sebagai linearisasi dari suku ketiga pada
(3.2).

j+1

f&‘

Nilai hampiran (3.2) dan (3.3)
selanjutnya digunakan untuk mengganti-
kan suku-suku (3.1), untuk mendapatkan
persamaan beda. Dengan menggunakan
operasi aljabar persamaan tersebut dapat
dituliskan dalam bentuk

o 1
a2 Yl +a1 iy +ao Y,

by yiJ_+11 +by yiJ_+21 =d,

j+1

(3.7)
dengan
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5 Ar c i | _4Ar
% A? Y ?+Wi*1 AE
Ar
=2— | —+uy +65 2L
=t
AT c , AT
=-1+—|—+w', |-40——,
bl Ag(am Wl—lj AQZS
AT
b2 =5A_<f3'
< » c AT . : .
d=y., -yl + a_mA_E(yiLl -2y + yij—1)+
AT ( , , : _
JAf?’ (yi]+2 -4y, +6y/ -4yl + yi‘_z).

Nilai y pada tingkatj +1 dihitung
secara bersama untuki = 012,---,N
menggunakan nilaiy pada tingkat sebe-

lumnya. Setiapi dari (3.7) menghasilkn
satu persamaan linear dengaonknowns,
sehingga keseluruhannya terdapit+1
persamaan dengahl + &nknowns. Un-
tuk mendapatkan bentuk tertutup diper-
lukan 4 persamaan tambahan. Hal ini di-

atasi dengan memberikan nilai’}* dan

"1 untuk setiapj sebagai nilai batas,

Ya
dan mengekstrapolasiy)”. dan y}

menggunakan dua nilay sebelah kirinya,
yaitu

j+1

Yasr =2 Yy

1 _ 04

YN-1s

j+1

yN +2

j+1 _ j+1

=3Yyn —2Yna

Secara numerik sistem persamaan
tersebut dapat diselesaikan, salah satunya
dengan menggunakan metoda Gauss-
Seidel. Hasil perhitungan ini selanjutnya
digunakan untuk menghitung nilgi pada

tingkat waktu j berikutnya, dan begitu se-
terusnya. Pada saat menghitulyg pada
tingkat j =1 persamaan (3.7) memerlu-

kan nilai{yio,i =-2-10,--,N,N+1N +2}.

Hal ini diatasi dengan memberikan gelom-
bang awal pada daerah pengamatan.
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4. HASIL PERHITUNGAN

Prosedur numerik seperti dijelas-
kan di bagian atas digunakan untuk meng-
hitung solusi Persamaan (6), yang mere-
presentasikan perambatan gelombang in-
terface untuk beberapa macam nilai awal

{y,} Perhitungan di sini dilakukan seba-
gian besar menggunakafAé =  Oldan

A7 =001 denganN = 400 Angka-angka
tersebut memberikan kekonvergenan me-
toda Gauss-Seidel sampai iterasi tidak

lebih dari 500, untuk menghitun{;y“l}

dari {y, } menggunakan ketelitiat0™.

Sebagai pengujian, prosedur nume-
rik di atas digunakan menghitung solusi
dengan nilai awal berbentuk

Y —asecﬁ[lr(|A{ &l i=-2,

-10,---,N+2 (4.1)
sesuai solusi analitik (2.7) dengan mengge-
ser kekanan sebesgy= - ®Hana berva-
riasi. Hasil perhitungan ditampilkan pada
Gambar 2, menggunakan besaran-besaran
fisis y =13 h, =10, o = 06, p, = 10.

0.5

oF

25k

80 100 120 140 180 180 200
-

P

2.5

%%L

20 40 =) &0 100 120 140 160 180 x>

(b)
Gambar 2. Dua macam perambatan ge-
lombang internal, solusi dari
(6) dengan nilai awal yang
berbeda.
(8) 77(x0) = 02y}

(b) 7(x,0)=06y’.
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Kedua gambar diperoleh dengan
menggunakan amplitudo yang berbeda.
Gambar 2a menggunakam(x,0) = 0.2 y’
sedangkan Gambar 2b menggunakan
n(x,0)=06y’, dimanay’ seperti diberi-
kan (4.1) dengara=1, a,= 0.1Plot
untuk beberapa nilai ditampilkan dengan
menggesernya kebawah sebesar waktu
evolusi yang diskala 31.6, agar perubahan
yang terjadi dapat teramati.

Dari tampilan Gambar 2, nilai awal
n(x,0)=02y’, yang merupakan simpa-
ngan (4.1) dikali 2 dam,, = 0Jmemberi-
kan perambatan gelombang dengan kece-
patan konstan tanpa mengalami perubahan
bentuk. Hal ini teramati berdasarkan posisi
puncak gundukan pada setiap kurva, yang
relative berada dalam satu garis. Begitu
juga dengan bentuk dari tiap kurva, tinggi
dan kegemukannya tampak sama. Sebalik-
nya, dengan menggunakan nilai awal ke-
dua, simpangan (4.1) dikali 6 dan
a, = 01, gelombang akan pecah menjadi

dua gundukan yang berbeda ketinggian-
nya. Gundukan rendah akan tertinggal oleh
yang lebih tinggi. Hasil ini sesuai dengan
karakteristik solusi persamaan KdV, lihat

[2].

Prosedur perhitungan di atas selan-
jutnya digunakan untuk mengamati peram-
batan gelombang dengan memberikan nilai
batas pada sisi sebelah kiri berbentuk sinu-
soida. Secara fisis masalah tersebut dapat
dipandang sebagai pembangkitan gelom-
bang dengan menekan dan menarik piston
sehingga simpangan interface pada batas
kiri bergerak naik-turun dengan bertam-
bahnya waktu. Akibat dari nilai batas ter-
sebut, gelombang merambat masuk pada
daerah pengamatan. Selain itu, perhitungan
dilakukan dengan mengubah besaran kete-
balan fluida dan rapat massanya. Untuk
mengurangi banyaknya parameter terkait,
di sini digunakan ketebalan fluida bawah
dan rapat massanya bernilai satu, sehingga
besaran fisis pada fluida atas s&jadan

P, yang bervariasi.

Gambar 3a menampilkan peram-
batan gelombang sebagai hasil perhitungan
persamaan KdV dengan nilai batas

n(0,t) = - 02sin(085t).

Besaran fisis yang digunakan di sini masih
sama seperti pada perhitungan sebelumnya
untuk gelombang soliter. Untuk ketebalan
fluida atas yang lebih kecil, gelombang
merambat dengan kurang mengalami peru-
bahan bentuk. Hal ini ditampilkan pada
Gambar 3b dengan nilai batas yang sama
seperti Gambar 3a tetapi menggunakan ke-
tebalan fluida ata$, = 09. Setelah selang

waktu t =42, profile gelombang pada
interface dapat dilihat pada baris paling
bawah di Gambar 3. Tampak berbeda ge-
lombang yang terbentuk untuk dua nikai

di atas. Pada fluida atas yang lebih tebal
gelombang mengalami pembelahan lebih
cepat dibandingkal, yang lebih kecil.

al

b

%

100 120 140 180 180 200

(@)

20 40 B0 80

'EM/\/_/\/J\f
W

20 40 B0 80 100 120 140 160 180 200

(b)

Gambar 3. Perambatan gelombang inter-
face dengan nilai batas bertipe
sinusoida. Hasil perhitungan
menggunakan ketebalan flui-
da atas
(@ h =13, (b)h, =09

Pada Gambar 4a pola interface
ditampilkan sebagai hasil perhitungan
untuk beberapa nilah, yang berbeda dan
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o1 = 06 pada saat =42. Gambar ini me-
negaskan dugaan di atas berkaitan dengan
pembelahan gundukan gelobang. Sedang-
kan pengaruh parameter rapat massa, pola
gelombang yang terjadi ditampilkan pada
Gambar 4b. Perhitungan dilakukan meng-
gunakanh; =13 dan p; yang bervariasi.
Pada saatt = 42nilai batas berbentuk
sinusoida telah menjalar ke daerah pe-
ngamatan dengan pembelahan gundukan
gelombang cepat terjadi pada nilgy
yang kecil begitu juga dengan kecepatan
merambatnya. Pada, terkecil yang digu-
nakan, dalam selang waktu 42 gelom-bang
sinusoida menjalar kurang dari setengah
daerah pengamatan.

NN AN AN

o 20 A0 &0 20 100 120 140 160 180 200

(@)

S N AN AN VAP A -
NS

o 20 a0 B0

80 100 120 140 160 180 200

(b)

Gambar 4. Pola interface pada shat
untuk (a)hy =08, 0.9, 1.0, 1.1
dan 1.2 (dari bawah ke atas)
dengan p; =06, (b) h =13
denganp; = 05, 0.6, 0.7, 0.8,
0.9 (dari bawah ke atas).
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5. PENUTUP

Telah disampaikan penyelesaian
numerik dari persamaan KdV, sebagai mo-
del dari perambatan gelombang interface
pada sistem dua fluida dengan batas atas
dan bawah kaku. Prosedur numerik yang
dibangun berdasarkan metoda beda hingga
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berhasil mengatasi kesulitan-kesulitan ya-

ng ada, dan digunakan mensimulasikan pe-
rambatan gelombang baik untuk gelom-

bang soliter, sebagai pengujian atas meto-
da yang digunakan, maupun akibat adanya
pembangkit gelombang. Hasil perhitungan

juga digunakan untuk mengamati peram-

batan gelombang sebagai akibat perbedaan
nilai parameter yang digunakan, ketebalan

fluida dan rapat massanya.
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