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Abstract. Let R be a noncommutative ring arfd be a multiplicative subset dR . The right
(left) ring of quotients does not exist for ev&@y A necessary condition of existence right
(left) ring of quotients isS right (left) permutable and right (left) reversiblA multiplication
subsetS is called a right (left) denominator if it is rigkleft) permutable and right (left)

reversible. The ringR has a right (left) ring of quotients with respextS if and only if S is
a right (left) denominator set. We can construghti(left) ring of quotients by using Ore

localizations.
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1. PENDAHULUAN

Jika R ring komutatif danS him-
punan bagian multiplikatif darR dengan
e[JS,00S maka lokalisasi dariR ter-
hadap S menghasilkan suatu ring komu-
tatif R; dan suatu homomorfisma ring
¢:R - Rg, sehingga untuk setiap[] S,
#(s) unit di R;. Ring komutatif R; dise-
but ring hasil bagidari R [2]. Jadi pro-
sedur lokalisasi darR terhadapS meng-
hasilkan ring hasil bagR; dan R; memu-
atR.

Dalam penulisan ini dipelajari hal
yang sama untuk ring nonkomutatif. Ore
menemukan syarat perlu dan cukup untuk
eksistensi ring hasil bagi untuk ring non-
komutatif. Pengkonstruksian ring hasil ba-
gi untuk ring nonkomutatif dilakukan me-
lalui proses lokalisasi Ore [3].

2. LOKALISASI ORE

Suatu homomorfismaa:R - R
disebut S—inverting jika a(S) OU(R)
denganU (R )himpunan unit dalani'.

Definisi 2.1. [3]
R’ disebut ring hasil bagi kanan (terhadap
SOR) jika ada homomorfisma ring

¢:R - R sedemikian sehingga :

a) ¢ adalah S — inverting.

b) Setiap elemen daiRR’ mempunyai ben-
tuk ¢(a)@(s) ‘denganad R dansOS.

c) Ker ¢ ={r OR:rs=0untuksuatus[1S}

Disini R tidak selalu ada. Jik®' ada ma-

ka dapat disimpulkan dua syarat perlu pada
S. Dua syarat perlu yang ditambahkan pa-
da S ditemukan oleh Ore adalah sebagai
berikut.

Sifat 2.2.[3]
Jika R ada maka (0JaOR ) (OsOS)
aSn sR#¢.

Bukti.

Jika R ada makad(s)td(a)OR se-

hingga ¢(s)'¢(@)0R. Dari Definisi

2.1.b. makag(s)™"¢ 4 )dapat ditulis da-
lam bentuk @(r)¢(s)™ denganr OR dan

s 0S, dan diperolehg(as) = ¢(sr )jadi

¢(as —sr)=0. Dengan Definisi 2.1.c.
maka (as —sr)s = Ountuk suatus OS.

Akibatnya akan diperolehaé s =sIs .
UaSn sR u

HimpunanS yang memenuhi sifat ini di-
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sebut permutable kanan atau himpunan
Ore kanan .

Sifat 2.3. [3]
Jika R ada maka untula 0 R berlaku jika

sa=0 untuk suatus [0S maka as=0
untuk suatusS.

Bukti.
Diketahui sa = 0sehingga

d(sa)=9¢(s }¥(a)=0.
KarenaR ada makap S-inverting se-
hingga ¢(a) = 0 dan dari Definisi 2.1.c
diperolehas= Ountuk suatusS. "

Himpunan S yang mempunyai sifat ini
disebut reversible kanan

Jadi jika R' ada, makaS permutable ka-
nan dan reversible kanan.

Definisi 2.4. [3]

Jika S adalah permutable kanan dan
reversible kanan mak& disebut himpunan
denominator kanan

Selanjutnya diperoleh syarat perlu dan cu-
kup untuk eksistensi ring hasil bagi kanan
untuk ring nonkomutatif.

Teorema 2.5. [3]

Ring R mempunyai ring hasil bagi kanan
terhadapS 0OR jika dan hanya jikeS him-
punan denominator kanan.

Bukti.

(=) KarenaR mempunyai ring hasil bagi
kanan makaS adalah permutable kanan
dan reversible kanan. Dari Definisi 2.4.
diperoleh S adalah himpunan denominator
kanan.

(O) Ring hasil bagi kanan dinotasikan de-
ngan RS™ karena elemen daRS™ akan
merupakan pembagi kanan dengan bentuk
as™ (adR dan sOS) maka konstruk-
sinya dimulai dengan membentuRxS.
Didefinisikan suatu relasi ~ padaxsS se-
bagai berikut.

Jika (a,9),(a’,s) 0 RxS, maka
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(a,s)~(a,s) = adabb OR sedemikian
sehinggasb=sb 0S danab=ab OR.

(2.1)
Akan dibuktikan bahwa ~ adalah relasi
ekuivalensi
i. Refleksif.

Karena untuk setiap =b OR berlaku
sb=sb 0Sdan ab=ab OR menurut
(2.1) maka &s )~@as)

ii. Simetris
Jika (a,s)~(a,s ) maka adabp OR
sehinggab=sb' ]S dan ab=ab[R
atau adab,b OR sehinggasb'=sbdS

dan ab'=abOR. Jadi ada C:B,

¢ =b0OR sehingga sc=sc S dan
ac=ac OR, dari (2.1) diperoleh
(as) ~(as).
iii. Transitif.

Diketahui (a,s)~(a,s) maka ada
b,b'0 R sehinggaab=ab'llR dan sb
=sb0sS. Juga(a,s)~(a,s )maka ada
¢,cC0R sehinggaa’c=ac OR dansc

=s ¢0S. Karena'S permutable kanan,
dari (s9SN(sb)R# ¢ maka adar OR
dantS sehinggasb' r =sctS.
Dengan menggunakan reversible
kanan akan diperolebrt = ctt untuk su-
atut']S.
Sekarangsbr=sb'r = sct=s"c'tS
sehinggas(brt) = s"(c'tt')0S
albrt)=ab'rt'= a'ctt'= a"(c'tt")
albrt)=a"(c'tt')OR.
Jadi adad =brt ,'d'=c'tt' R sehingga
sd=s"d'0S danad =a"d'JR. Terbukti
jika (a,s)~(a,s) dan(a,s)~(a,s )
maka (a,s) ~(a’,s ).
Dari (2.1), jika diambilb'= lakan terlihat
bahwa (a,s) ~ (ab,sb )asalkansb] S.
Notasi untuk kelas ekuivalensi dari

.. a I .
(a,s) ditulis — atauas™. Himpunan dari
Q

semua kelas-kelas ekuivalensi dinotasikan
denganRS™.
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Untuk mendefinisikan penjumlahan
dalam RS™ akan diselidiki bahwa setiap

ala

dua pecahan?,—2 dapat disamakan pe-

SZ
nyebutnya. KareneS permutable kanan
maka sS(s,RZ¢ jadi adarOR dan

sOS sedemikian sehinggs,r = s S.
Selanjutnya daritt = A2 gan 2 =22"

S SS Sy Sof
& 3 _ asta,r
S S t

didefinisikan dengan

t=gS=s,r. (2.2)

Operasi penjumlahan diatas adalaiell
defined dan selanjutnya dapat dibuktikan

bahwa(RS™ + )merupakan grup abelian.
Didefinisikan ¢:R - RS*' de-

ngan ¢(a) =

@ merupakan homomorfisma grup yaitu,

4(a +b)—a+b 3,0 = pa) +g(b)

a Akan ditunjukkan bahwa
€

Kerg = {aD R| ¢(@)=0_. }

={a0 Ras= Ountuksuatus 0 S}
Selanjutnya akan didefinisikan perkalian

padaRS™. Untuk mengallkanaSl1 dengan

2

ag digunakan sRNa,S#¢@ maka

terdapat r R dan sOS sedemikian
sehingga s,r = a,s ataus,'a, =rs™.

Diperoleh definisiﬁ Ba— :ﬂ.
S S SS

Y(a,s;' )akan menjadi
a,(s'a,)s;" =a,(rs™)s;" = ar(ss) .
Operasi perkalian diatas adalah well
defined dan selanjutnya dapat dibuktikan

bahwa(RS™ + ¢ )adalah ring .

(2.3)

Perlu diingat(as,

Akan ditunjukkanE adalah identitas per-
€

kalian dalam RS™.

Ambil

&n RS?, maka(ﬁJ(Ej =ar
S s \e es

_ar _ 4 _ 1S
st =as =—.
s S,

Pemetaan¢: R -~ RS didefinisi-

kan ¢(a) =— sehlngga
¢(ab)=a—b
€
_a
e €
=¢(a)p(b)

Karenag(a+b) =¢(a) + ¢(b) dan ¢(ab)
=¢(a)p(b) maka ¢ merupakan homo-
morfisma ring.

Juga diperolehg (s0S) adalah

invers dari ¢(s) =—

Jadi:

a) ¢ adalahS —
b) % =g(@h(9 "

c) Kerg ={all R:as=0untuksuatus(1S}.

RS adalah ring hasil bagi kanan d&i
terhadais. "

inverting

Akibat (Ranicki).
Jika S adalah himpunan denominator ka-
nan makag: R - RS™ adalah homomor-

fisma S — invertinguniversal.

Khususnya ada isomorfisma tunggal

g:Rs- Rs? sehingga gee=¢ de-
ngane:R - Rs.

Contoh
Z Z

1. Misal: R= dan S={nl:
0 z

0£n0Z}
S permutable kanan jika(CalOR )
(OsOS)aSn sR#¢.
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_ 1 2y 2. Setiap elemen dalamRS™ ber-
Ambil - sebarang a = { 0 23} UR bentuk ¢(r)¢(n.1)™ denganr OR
n, 0 dann.l OS. Jadi
z,z,,z,00Z s—nll—{O njDS

o=z 2[4 9]
SR:{E Mk ﬂ} = 129

_ { Mz n.lzz}} 0o B 0 Q
- n
0 nz

dengan nz, nz,,nz, 0Z dan dengann#0 dan z ,3,73,n0Z

S vl 3o
7 %) o2 26 )

dengan znznznlZ. 4. Kerp=1r= 1 2 IR
Terlihat bahwa ' 0 z3 '

(DaR) (OsOS) aSn sR# ¢.

Jadi S permutable kanan. 2 zjm 0) 100

7z z 0 Z3 0 m 00
Untuka:{ 2}DR dengan n 0

0 z untuksuatL{ 1 }DS
71.2,307Z jika 0 m
n 0)z z) |00 untuk su- Jadi RS’l{Q Q}, dan R termuat

0 Q
0 n|0 z| |00
dalamRS™.

atu {nl O} 0S maka
0 n Dengan cara yang sama dapat di-
z, z,|n, O 00 konstruksikan ring hasil bagi kiri jike5
{ }{ } _{ } untuk su- permutable dan reversible Kkiri.

0 z|0 n, 00
n, 0 3. KESIMPULAN
atu{ njDS' Dari uraian diatas dapat disimpul-
kan bahwa

Jadi S reversible kanan.

Karena S permutable kanan dan re-
versible kanan mak&S™ ada.

Dengan menggunakan homomorfisma

1. Syarat perlu dan cukup untuk eksis-
tensi ring hasil bagi kanan (kiri) pada
ring nonkomutatif R adalah S mem-
punyai sifat permutable dan reversible

¢:R - RS* yang didefinisikan de- kanan (kiri).
ngang(r) =rl * diperoleh: 2. Jika S mempunyai sifat permutable
1. Untukn.l OS maka(n.l)™ adalah kanan (kiri) dan reversible kanan (kiri)

maka dapat dikonstruksikan ring hasil
bagi kananRS™ (ring hasil bagi kiri
S™R).

invers darig 1 1. )
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