
 
227

SISTEM PERSAMAAN LINEAR ATAS RING KOMUTATIF 
 
 

Titi Udjiani SRRM 
Jurusan Matematika FMIPA UNDIP 

Jl. Prof Soedarto, S.H,  Semarang 50275 
 
 

Abstract. Linear systems  equations over commutatif ring are linear systems  equations with the 
coeffici-ents of these equations are elements from commutatif ring. This paper discusses about basic 
theorems on solution of linear systems equations over commutatif ring. The basic theorems will be 
found by using characteristic of ideal ,annihilator and rank of coefficient matrices of linear systems 
equations over commutatif ring. The ideal  is generated by minors of coefficient matrices of linear 
systems equations over commutatif ring. Computing the annihilator of ideal we get the rank of 
coefficient matrices of linear systems equations over commutatif ring. 
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1. PENDAHULUAN 

Salah satu masalah penting dalam 
matematika adalah menyelesaikan Sistem 
persamaan linear. Karena lebih dari 75 % 
dari masalah matematika yang dijumpai 
dalam aplikasi ilmiah maupun industri me-
libatkan penyelesaian sistem persamaan 
linear hingga tahap tertentu. Dengan meng-
gunakan metode metode matematika mo-
dern, seringkali kita dapat mereduksi suatu 
masalah yang rumit menjadi sistem persa-
maan linier. Sistem linier seringkali  mun-
cul dalam penerapan bidang bidang seperti 
perdagangan, ekonomi, sosial, ekologi, de-
mografi, genetika, elektronika , teknik dan 
fisika [4]. 

Oleh karenanya dengan melihat 
kondisi diatas maka pemahaman atau pem-
bahasan mengenai sistem persamaan linear 
harus terus menerus diupayakan peningkat-
annya. Tulisan ini membahas salah satu 
jenis sistem persamaan linear yaitu sistem 
persamaan linier dengan koefisien koefisi-
ennya  anggota dari ring komutatif. Pem-
bahasan dibatasi pada penyelesaian atau 
solusi dari sistem persamaan linear. 
 
2. SISTEM PERSAMAAN LINEAR  

ATAS RING KOMUTATIF 
Diberikan Sistem persamaan linear 

sebagai berikut. 

mnmn2m2 1m1

2n2n222121

1n1n212 111

b = x a + ... + x a +x a

 

b =   x a + ... + x a + x a

b =   x a + ... + x a +x a

⋮
  (2.1) 

Sistem persamaan linear (2.1) merepresen-
tasikan m buah persamaan linier dalam n 
buah variabel tak diketahui x1, x2 , ... ,xn. 
Koefisien aij dan konstanta  bi adalah ele-
men elemen dari ring komutatif R. 
Sistem persamaan linear (2.1) dapat dinya-
takan dalam bentuk matriks  

AX = B      (2.2) 
dengan  A = (aij) ∈Mmxn(R) 

B = (b1,b2, ... ,bm)t ∈ Rm 
X = (x1, x2 , ... ,xn)

t ∈ Rn 
Persamaan (2.1) atau (2.2) dikatakan mem-
punyai solusi di Rn , jika ada vektor ∈ξ Rn 
sedemikian sehingga Aξ= B. 
Jika B = O, maka sistem persamaan linear 
A X = O disebut sistem persamaan linear 
homogen . Sistem persamaan linear homo-
gen selalu mempunyai solusi, paling sedi-
kit mempunyai satu solusi yaitu ξ=O= 
(0,0, ...,0)t ∈Rn. 
Solusi O=ξ  disebut solusi trivial dari  
AX=O. Solusi ξ∈ Rn disebut solusi non 
trivial dari AX=O jika ξ ≠ O dan Aξ  = O. 
Pembahasan pertama akan membahas 
mengenai teorema terkenal dari N.Mc.Coy 
mengenai syarat perlu dan cukup sistem 
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persamaan linear homogen AX=O mem-
punyai solusi non trivial. 
 
Teorema 2.1 ( Th. N.Mc.Coy)  [4] 
Diketahui A∈Mmxn(R) 
Sistem persamaan linear Homogen AX= O 
mempunyai solusi non trivial jika dan 
hanya jika rk (A) 〈  n. 
 
Bukti. 
Diketahui sistem persamaan linear homo-
gen AX=O mempunyai solusi non trivial 
artinya jika ξ∈Rn adalah solusi dari Sis-
tem persamaan linear homogen maka 
ξ ≠ O. Berarti bahwa terdapat koordinat 
dariξ  misalnya [ξ ]k ≠ 0   (2.3) 
* Jika m〈n. 
   Menurut teorema 4.11 [4], diketahui bah-

wa  rk (A) ≤ min {m,n}. Sehingga kare-
na m〈 n maka rk (A) ≤  m 〈n.  

* Jika m≥ n 
Misal ∆ ( i1, ... ,in ;1, ...,n) adalah minor 
berukuran (nxn) dari A. Diambil matriks 
permutasi P∈Gl(m,R) sedemikian se-
hingga PA mempunyai baris baris i1, ... 
,in dari matriks A sebagai  n baris 
pertamanya. 
Jadi Row 1(PA) = Row i1(A), 

 Row 2(PA) = Row i2 (A), 
⋮  
 Row n(PA) = Row in (A). 

Sehingga PA dapat dinyatakan sebagai 
berikut. 

PA= 
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 berukuran mxn, m≥ n. 
 
Kemudian  dibentuk  
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adalah kemungkinan-kemungkinan dari    
n baris A dan ∆  = det (D) = ∆ ( i1, ... ,in 

;1, ...,n). 
Diketahui bahwa Aξ =O dan D adalah 
kemungkinan kemungkinan dari n baris 
A maka Dξ= O. 
Selanjutnya ∆ ξ  = det (D) ξ  . 
Berdasarkan (teorema 2.20,[4]) bahwa 
det(D) = (adj D) D maka ∆ ξ  = (adj D) 
D ξ  . Sehingga ∆ ξ=O. Berarti untuk 
setiap k dari ξ  berlaku  
   ∆ [ ξ ]k = O   (2.4) 
Selanjutnya karena ∆ ( i1, ... ,in ;1, ...,n) 
adalah sebarang minor berukuran (nxn) 
dari A dan menggunakan persamaan 
(2.4) maka [ξ ]k∈AnnR(In(A)). 
Berdasarkan (2.3) [ξ ]k ≠ 0 maka 
AnnR(In(A)) ≠ (0). Akibatnya dengan 
menggunakan (definisi 4.10,[4]) bahwa 
rk(A) = maks {t It(A) AnnR )=(0)},  ma-

ka rk(A) 〈n.    ■ 
 

Selanjutnya jika diketahui rk(A) 〈n. 
Misalnya rk(A) = r 〈n. 
Jika r = m〈n maka kita dapat menambah 
beberapa persamaan dengan koefisien nol 
pada persamaan (2.1), sehingga diperoleh 
sistem persamaan linear homogen yang ba-
ru sebagai berikut. 
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  (2.5) 

Untuk membuktikan bahwa Sistem per-
samaan linear homogen AX=O mempu-
nyai solusi non trivial dapat dibuktikan de-
ngan menunjukkan bahwa sistem persama-
an linear homogen (2.5) mempunyai solusi 
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non trivial. Artinya terdapat ξ ≠ O∈ Rn se-
demikian sehingga memenuhi persamaan 
(2.5). 

Karena It( )
O

A
( =It (A), dengan Opxn adalah 

matriks Nol berukuran pxn , p=n-m , tZ∈ ; 

maka rk(A) = rk )
O

A
( . 

Jadi dengan mengganti persamaan (2.1) 
dengan persamaan (2.5) dan berdasarkan 
pada   (teorema 4.11,[4]),  tetap dapat di-
asumsikan bahwa r≤  min {m,n}. 
Karena rk(A)=r maka AnnR(Ir+1(A)) ≠ (0). 
Diambil a≠ 0 dan a∈AnnR(Ir+1(A)). Jika 
r=0 maka a∈AnnR(I1(A)). Dilain pihak  
ξ= (a, ..., a)t∈ Rn adalah solusi non trivial 
dari AX=O. Jadi dapat diasumsikan bahwa 
1 n}min{m,r〈≤ . 
Karena rk(A)=r dan  
rk(A)=maks{ (0)}(A))(IAnnt tR = maka 

AnnR(Ir(A))=(0). Artinya ada minor (rxr) 
dari A yaitu ∆ ( i1, ... ,ir ;j1, ...,jr) dari A 
sedemikian sehingga a∆ ≠ 0. 
Kita dapat menukar atau mengganti baris 
baris i1, ... ,ir dan kolom kolom j1, ...,jr dari 
A menjadi r baris pertama dan r kolom 
pertama dari matriks baru (2.5), dengan 
mengalikan pada sisi kiri dan kanan dari A 
dengan matriks  permutasi P∈ Gl(m,R) 
dan Q∈ Gl(n,R) sedemikian sehingga  

PAQ = 








**

*C
 dengan C∈ Mrxr(R) dan 

det (C)=∆ ( i1, ... ,ir ;j1, ...,jr). 
Misalkan persamaan (PAQ)X=O mempu-
nyai solusi non trivial β∈ Rn maka (PAQ) 
β =O . Karena P adalah matriks invertible 
maka  P-1(PAQ)β =O; A(Qβ )= O; Aξ= O.        
Selanjutnya karena ξ=βQ, sementara 

β ≠ O dan P∈Gl(m,R)  maka ξ ≠ O. Ter-
bukti bahwa AX = O mempunyai solusi 
non trivial ξ . 
 
Akibat 2.2 [4] 
Suatu sistem persaman linier homogen 
mempunyai solusi non trivial jika banyak-
nya persamaan  lebih kecil dari pada ba-
nyaknya varabel yang tidak diketahui. 

Bukti. 
Diambil sistem persaman linier homogen 
AX=O dengan banyaknya persamaan lebih 
kecil dibandingkan banyaknya variabel 
yang akan dicari. Artinya jika A∈ Mmxn(R) 
maka nm < .  
Dengan menggunakan (teorema 4.11,[4]) 
maka rank(A) nmn}min{m,r <=〈≤ . 
Selanjutnya dengan menggunakan Teore-
ma 1 terbukti bahwa sistem persaman 
linier homogen mempunyai solusi non 
trivial.           ■ 
 
Teorema 2.3  [4] 
Jika A∈Mnxn(R) dengan det (A) ∈ U(R) 
dengan U(R) adalah himpunan elemen 
elemen unit di R, maka untuk suatu B = 
(b1, ..., bn)

t∈Rn, persamaan AX=B mem-
punyai solusi tunggal ξ=(y1, ..., yn)

t de-
ngan  
yj=(det(A))-1 

nn1njn1njn1

1n11j111j11

aabaa

aabaa

⋯⋯

⋮⋮⋮⋮⋮⋮⋮

⋮⋮⋮⋮⋮⋮⋮

⋯⋯

+−

+−

 

untuk setiap j = 1, 2, ...,n. 
 
Bukti. 
Diambil ξ  = (y1, ..., yn)

t  
denganyj=(det(A))-1 

nn1njn1njn1

1n11j111j11

aabaa

aabaa

⋯⋯

⋮⋮⋮⋮⋮⋮⋮

⋮⋮⋮⋮⋮⋮⋮

⋯⋯

+−

+−

 

  
untuk setiap j = 1, 2, ...,n. 
Karena det (A)∈U(R) maka det(A) invert-
ible sehingga  
det(A)yj=

nn1njn1njn1

1n11j111j11

aabaa

aabaa

⋯⋯

⋮⋮⋮⋮⋮⋮⋮

⋮⋮⋮⋮⋮⋮⋮

⋯⋯

+−

+−
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(A)bcof

(A)bcof

⋮ =adj(A) B 

det(A) ξ  = adj(A) B 
Karena det(A)In=adj(A)A maka adj(A) A 
ξ=adj(A) B. Karena det(A)∈U(R) maka 
adj(A) invertible, sehingga Aξ=B. Selan-
jutnya akan dibuktikan bahwa ξ  tunggal. 

Diandaikan ξ '  adalah solusi lain dari  

AX=B, maka Aξ ' =A ξ=B; A( ξ ' - ξ )=O. 

Karena A invertible maka (ξ ' - ξ ) = O dan 

ξ ' = ξ .     ■ 
 
Dari teorema diatas dapat disimpulkan 
bahwa jika A invertible maka AX=B mem-
punyai solusi tunggal untuk suatu B∈Rn. 
Teorema berikut akan menjelaskan syarat 
perlu suatu Sistem persamaan linear AX=B 
mempunyai solusi dengan Amxn(R) dan 
B∈Rm. 
 
Teorema 2.4 [4] 
Diketahui A∈Mmxn(R). Jika AX=B mem-
punyai solusi maka It( BA )=It(A), untuk 

setiap t∈Z. 
 
Bukti. 
Jika m〉 n maka kita dapat menambah 

variabel variabel baru x1n+ , ... , xm dengan 
koefisien nol pada persamaan (2.1), se-
hingga diperoleh Sistem persamaan linear 
baru A' X '  = B sebagai berikut. 
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⋮                (2.6) 

 
Sehingga ξ  = (y1, ..., yn)

t ∈ Rn dikatakan 
solusi dari persamaan (2.1) jika dan hanya 
jika ξ '  = (y1, ..., yn,0, ...,0) t ∈ Rm adalah 
solusi dari persamaan (6), dan untuk setiap 
t∈Z berlaku It(A) = It(A

' ) dan It( BA ) = 

It( BA ' ). 

Oleh karenanya jika It( BA ' ) = It(A
' ) 

untuk setiap t∈Z maka It( BA ) = It(A). 

Artinya dengan menggunakan persamaan 
(6), secara sama tanpa mengurangi ke-
umumannya berlaku juga untuk m≤ n. 
Karena A dan ( BA ) sama sama mem-

punyai m baris,maka It(A) = It( BA ) = (0) 

jika t〉 min {m,n} =m, sehingga kita dapat 
mengasumsikan bahwa 

n}min{m,mt1 =≤≤  

Menurut definisi It(A) ⊆  It( BA ). Se-

lanjutnya tinggal dibuktian bahwa It( BA ) 

⊆ It(A). Diambil  
∆ (i1, ... ,it ;j1, ...,jt-1,n+1)=minor berukuran 
txt dari ( BA ) yang memuat B pada kolom 

terakhirnya dengan 1≤ i1< ... <it ≤ m dan 
1≤ j1< ... <jt-1 ≤ n ∈ It( BA ) 

Akan dibuktikan bahwa ∆ ( i1, ... ,it ;j1, ...,jt-
1,n+1) ∈ It(A) 

Misal ξ  = (x1, ..., xn)
t ∈ Rn adalah solusi 

dari AX = B. Dengan menggunakan 
(definisi 2.10,[4]) diperoleh x1 Col1(A) + 
... + xn Coln(A) = B  di Rm , sehingga  
∆ ( i1, ... ,it ;j1, ...,jt-1,n+1)  

= 
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= ∑
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∈ It(A).   

     ■ 
  

Teorema 2.5 [4] 
Diketahui A∈Mmxn(R) dengan m≤ n , rk 
(A) = m dan B∈Rm. Jika terdapat ideal U  
di R dan sebuah elemen reguler z∈R se-
demikian sehingga U Im( BA )* ⊆ Rz⊆ U 

Im(A) maka sistem persamaan linear AX = 
B mempunyai solusi. Dengan Im( BA )* 

adalah ideal di R yang dibangun oleh 
minor minor berukuran mxm dari (AB) 

yang memuat kolom B. 
 
Bukti. 
Karena rk(A) = m maka AnnR(Im(A)) = 
(0). Dengan kata lain Im(A) ≠ (0). Jadi 
terdapat minor berukuran mxm dari A 
yang≠  0 . Misal ∆  = ∆ ( i, ... ,m ;j1, ...,jm) 
adalah minor mxm ≠ (0) dari A dengan 
1≤ j1< ... <jm ≤ n.Perhatikan submatriks 
berukuran mxm dari A sebagai berikut. 

 

A = 
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∆
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Sehingga untuk setiap i = 1,2, .., m berlaku 

ci = ∑
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Dengan menggunakan persamaan (7),(8), 
dan (9)  diperoleh :  
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Dengan ∆ bi = ∑
=

m

1u
uij ca

u
, untuk setiap i = 

1,2, ..., m. 
Selanjutnya yi, ..., yn didefinisikan sebagai 
berikut : 

yv=
{ } { }





==
−∈

m1,2,...,i;jv;c

j,...,j1,...nv0;

ii

m1 ∈Im( BA )*, 

untuk setiap v = 1, ...,n.  
Sehingga 

mm11 jij
n

1v
jijviv ya...yaya ++∑ =

=
= 

mijij ca...ca
m

++11
=∆ bi , untuk setiap i = 

1,...,m. Jadi bi =∑
=

n

1v
viv ya  untuk setiap i = 

1,...,m dan yi, ..., yn∈ Im( BA )*. 

Misal ∆ 1,... ∆ p adalah minor minor 
berukuran mxm dari A yang 0≠ . Maka 
untuk setiap k=1, ...,p terdapat skalar 
{y kv∈R , v = 1,...n}⊆  Im( BA )* sedemiki-

an sehingga  

∆ kbi = ∑
=

n

1v
kviv ya  ∀ i = 1,...,m.          (2.10) 
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Sudah diketahui bahwa U  Im( BA )* ⊆ Rz 

⊆ UIm(A) dan karena ∆ 1,... ∆ p memba-
ngun ideal Im(A), maka didapat elemen 

reguler z=∑
=

∆
p

k
kkq

1

dengan q1,...qp∈U.  

Selanjutnya persamaan (2.10) menjadi  

∑ ∑
= =

p

k
kv

n

v
kiv yqa

1 1

=∑ ∑
= =

p

k
kv

n

v
ivk yaq

1 1

 

              = i

p

k
kk bq∑

=

∆
1

 

              = zbi , ∀ i = 1,...,m .            (2.11) 
 
Karena untuk setiap v = 1,...,n berlaku 

∑
=

p

k
kvk yq

1

∈UIm( BA )* ⊆ Rz, maka 

∑
=

p

k
kk yq

1

=rvz, dengan  rv∈R. Sehingga per-

samaan (2.11) menjadi  

∑
=

n

1v
viv zra = ∑

=

n

1v
viv raz  

                   = zbi,
 ∀ i = 1,...,m. 

Karena z elemen reguler dari R maka 

∑
=

n

1v
vivra =bi, ∀ i = 1,...,m. Dengan kata lain 

ξ= (r1,...,rn)
t∈Rn adalah solusi dari AX = B. 

           ■ 
Akibat 2.6  
Jika A∈Mmxn(R) dengan Im(A) = R maka 
untuk suatu B∈Rm, sistem persamaan 
linear AX=B mempunyai solusi. 
 
Bukti.  
Karena Im(A) = R maka rk(A) = m.  
Untuk suatu B∈Rm berlaku RIm( BA )* 

⊆ Rz⊆  RIm(A) 
Karena 1 adalah elemen reguler dari R 
maka dengan menggunakan Teorema 2.5 
terbukti bahwa Sistem persamaan linear 
AX = B mempunyai solusi.        ■ 
 
Contoh  
Diketahui sistem persamaan linear non 
homogen dengan koefisien koefisien 
anggota ring komutatif R = Z/4Z sebagai 
berikut. 

x + y + z = 1 
2x + y + 2z = 2 
x + 2z = 3 

Akan diselidiki apakah sistem persamaan 
linear non homogen  diatas mempunyai pe-
nyelesaian. 
Dari sistem persamaan linear non homogen  
diatas diperoleh  

A= 
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∈M3x3(R) dan B=
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∈R3 

dengan R = Z/4Z. 
 
Elemen 1 dan 3 adalah elemen reguler dari 
R =Z/4Z 
R1={ r i 1 ri∈ Z/4Z }= Z/4Z 

R2={ r i 3 ri∈Z/4Z }= Z/4Z 

I3(A)=Ideal yang dibangun oleh minor  mi-   
           nor berukuran 3x3 

        = {n

201

212

111

n∈Z} = {Z/4Z} 

 
AnnR (I3(A)) = { x ∈Z/4Z xm = 0 , untuk 

setiap m∈I3(A)} = (0).  
Rank A = 3. 

I3( BA )* = {n1

203

212

111

 + n2

231

222

111
 + 

n3

301

212

111
, n1,n2,n3∈Z} = Z/4Z 

Diambil U = Z/4Z dan elemen reguler 1 
maka berlaku U I3( BA )* ⊆ R 1⊆ U I3(A). 

Selanjutnya dengan menggunakan Teore-
ma 2.5 terbukti bahwa sistem persamaan 
linear diatas mempunyai solusi. 
A  = 3 ∈ U (R) ; (A )-1 = 3. 

y1 = ( A )-1

203

212

111
 = 3.1 = 3  
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y2 = ( A )-1

231

222

111

 = 3. 0 = 0 

y3 = ( A )-1

301

212

111

 = 3.2 = 2 

ξ  = 
















3

2

1

y

y

y

 = 
















2

0

3

 adalah penyelesaian dari 

sistem persamaan linear diatas. 
 
3. PENUTUP 

Konvers dari Teorema 2.4 tidak 
berlaku untuk ring komutatif R artinya jika 
It( BA )=It(A), untuk setiap t∈Z, tidak 

menjamin bahwa sistem persamaan linear 
mempunyai solusi. Akan tetapi jika R 
adalah  field   maka  konvers dari  Teorema  
2.4 berlaku, sebab jika It( BA ) = It(A),  

untuk setiap t∈Z, maka rk(A B) = rk(A). 

Dan berdasarkan [1] maka sistem persama- 
an linier mempunyai penyelesaian 
rk(A B) = rk(A).  
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