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Abstract. Linear systems equations over commutatif ring larear systems equations with the
coeffici-ents of these equations are elements fcommutatif ring. This paper discusses about basic
theorems on solution of linear systems equatiorey @@emmutatif ring. The basic theorems will be
found by using characteristic of ideal ,annihilatovd rank of coefficient matrices of linear systems

equations over commutatif ring. The ideal

is gatedt by minors of coefficient matrices of linear

systems equations over commutatif ring. Computihg annihilator of ideal we get the rank of
coefficient matrices of linear systems equationsr @ommutatif ring.
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1. PENDAHULUAN

Salah satu masalah penting dalam
matematika adalah menyelesaikan Sistem
persamaan linear. Karena lebih dari 75 %
dari masalah matematika yang dijumpai
dalam aplikasi ilmiah maupun industri me-
libatkan penyelesaian sistem persamaan
linear hingga tahap tertentu. Dengan meng-
gunakan metode metode matematika mo-
dern, seringkali kita dapat mereduksi suatu
masalah yang rumit menjadi sistem persa-
maan linier. Sistem linier seringkali mun-
cul dalam penerapan bidang bidang seperti
perdagangan, ekonomi, sosial, ekologi, de-
mografi, genetika, elektronika , teknik dan
fisika [4].

Oleh karenanya dengan melihat
kondisi diatas maka pemahaman atau pem-
bahasan mengenai sistem persamaan linear
harus terus menerus diupayakan peningkat-
annya. Tulisan ini membahas salah satu
jenis sistem persamaan linear yaitu sistem
persamaan linier dengan koefisien koefisi-
ennya anggota dari ring komutatif. Pem-
bahasan dibatasi pada penyelesaian atau
solusi dari sistem persamaan linear.

2.SISTEM PERSAMAAN LINEAR
ATASRING KOMUTATIF
Diberikan Sistem persamaan linear
sebagai berikut.

a1 Xp tap Xot . tag Xy =by

agy Xp+ag Xo+ ...+ ay X, =by @.1)

am1 X1 + agp X2 + ...+ 8y Xn = by,
Sistem persamaan linear (2.1) merepresen-
tasikan m buah persamaan linier dalam n
buah variabel tak diketahuh XX , ... %.
Koefisien § dan konstanta ;adalah ele-
men elemen dari ring komutatif R.
Sistem persamaan linear (2.1) dapat dinya-
takan dalam bentuk matriks
AX=B
dengan A = (@ OMmn(R)
B = (byby, ... .o U R"
X = (X, X2, ... %) OR"
Persamaan (2.1) atau (2.2) dikatakan mem-
punyai solusi di R, jika ada vektor OR"
sedemikian sehingga&®= B.
Jika B = O, maka sistem persamaan linear
A X = O disebut sistem persamaan linear
homogen . Sistem persamaan linear homo-
gen selalu mempunyai solusi, paling sedi-
kit mempunyai satu solusi yaitg=0=
(0,0, ...,0) LIR".
Solusi & = O disebut solusi trivial dari
AX=0. Solusi £ R" disebut solusi non
trivial dari AX=0 jika £ #0 dan A = O.
Pembahasan pertama akan membahas
mengenai teorema terkenal dari N.Mc.Coy
mengenai syarat perlu dan cukup sistem

(2.2)
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persamaan linear homogen AX=0 mem-
punyai solusi non trivial.

Teorema 2.1 ( Th. N.Mc.Coy) [4]

Diketahui AOMmxn(R)

Sistem persamaan linear Homogen AX= O
mempunyai solusi non trivial jika dan
hanya jika rk (A){ n.

Bukti.
Diketahui sistem persamaan linear homo-
gen AX=0 mempunyai solusi non trivial
artinya jika & LR" adalah solusi dari Sis-
tem persamaan linear homogen maka
& #0. Berarti bahwa terdapat koordinat
dari§ misalnya E]x 20 (2.3)
* Jika m(n.
Menurut teorema 4.11 [4], diketahui bah-
wa rk (A) <min {m,n}. Sehingga kare-
na m¥ n maka rk (A)< m (n.
* Jika m=n
Misal A( iy, ... ,h;1, ...,n) adalah minor
berukuran (nxn) dari A. Diambil matriks
permutasi PIGI(m,R) sedemikian se-
hingga PA mempunyai baris baris i..
Jin dari matriks A sebagai n baris
pertamanya.
Jadi Rowy(PA) = Rowi1(A),
Row,(PA) = Rowi, (A),

Row (PA) = Rowin (A).
Sehingga PA dapat dinyatakan sebagai
berikut.

alll a'|:|_2 alln
2,1 &2 aj,n
D=| 2t .2
A1 H2 Gy

adalah kemungkinan-kemungkinan dari
n baris A danA = det (D) =A( i1, ... ,h
1, ...,n).

Diketahui bahwa &£ =0 dan D adalah

kemungkinan kemungkinan dari n baris
A maka DE= 0.
Selanjutnya A = det (D) &
Berdasarkan (teorema 2.20,[4]) bahwa
det(D) = (adj D) D maka\ ¢ = (adj D)
D& . SehinggaA £=0. Berarti untuk
setiap k dari§ berlaku

A[E]lk=0 (2.4)
Selanjutnya karend ( i1, ... ,h;1, ...,n)
adalah sebarang minor berukuran (nxn)
dari A dan menggunakan persamaan
(2.4) maka E JkLJANNR(IL(A)).
Berdasarkan (2.3) glk #0 maka
Anng(In(A)) #(0). Akibatnya dengan
menggunakan (definisi 4.10,[4]) bahwa
rk(A) = maks { AnnRIt(A))=(0)}, ma-
ka rk(A) (n. [ ]

Selanjutnya jika diketahui
Misalnya rk(A) = r({n.

Jika r = m(n maka kita dapat menambah
beberapa persamaan dengan koefisien nol
pada persamaan (2.1), sehingga diperoleh
sistem persamaan linear homogen yang ba-
ru sebagai berikut.

rk(A) (n.

PA=
alll a|12 a|1n
a|21 a|22 a|2n
4 1 a4 2 & n
*

berukuran mxn, ran.

Kemudian dibentuk
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a;p  ap aln | [x] [0]
a1 axp azx@n | |X2| |0
' -7 25)
am1 4m2 amn 0
0 0 0 :
| 0 0 - 0] %] O]

Untuk membuktikan bahwa Sistem per-
samaan linear homogen AX=0 mempu-
nyai solusi non trivial dapat dibuktikan de-
ngan menunjukkan bahwa sistem persama-
an linear homogen (2.5) mempunyai solusi
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non trivial. Artinya terdapag # oL R" se-

demikian sehingga memenuhi persamaan
(2.5).

Karena J((g):h (A), dengan G, adalah
matriks Nol berukuran pxn , p=n-mL] £ ;
maka rk(A) = rl(g).

Jadi dengan mengganti persamaan (2.1)

dengan persamaan (2.5) dan berdasarkan

pada (teorema 4.11,[4]), tetap dapat di-
asumsikan bahwasr min {m,n}.

Karena rk(A)=r maka Ang(l.+1(A)) # (0).
Diambil az 0 dan a_Anng(l;+1(A)). Jika

r=0 maka & Anng(l1(A)). Dilain pihak

£=(a, ..., d_ R" adalah solusi non trivial
dari AX=0. Jadi dapat diasumsikan bahwa
1<r{(min{mn}.

Karena rk(A)=r dan

rk(A)=maks{t| Anng (1 (A)) = (0)} maka
Anng(I,(A))=(0). Artinya ada minor (rxr)
dari A yaitu A( iy, ... ,k 31, ....j) dari A
sedemikian sehinggadaz 0.

Kita dapat menukar atau mengganti baris
baris i, ... ,i dan kolom kolomyj ..., dari

A menjadi r baris pertama dan r kolom
pertama dari matriks baru (2.5), dengan
mengalikan pada sisi kiri dan kanan dari A
dengan matriks permutasiEPGI(m,R)
dan (£ Gl(n,R) sedemikian sehingga

C *
PAQ = {* *} dengan ¢ My(R) dan

det (C)=A (i1, «vv sk 3j1y o))

Misalkan persamaan (PAQ)X=0 mempu-
nyai solusi non triviaB L R” maka (PAQ)
=0 . Karena P adalah matriks invertible
maka P(PAQ)B =0; A(QB)=0; At=O0.
Selanjutnya karena&=pQ, sementara
B # O dan iGI(m,R) makag # O. Ter-
bukti bahwa AX = O mempunyai solusi
non trivial & .

Akibat 2.2 [4]

Suatu sistem persaman linier homogen
mempunyai solusi non trivial jika banyak-
nya persamaan lebih kecil dari pada ba-
nyaknya varabel yang tidak diketahui.

Bukti.

Diambil sistem persaman linier homogen
AX=0 dengan banyaknya persamaan lebih
kecil dibandingkan banyaknya variabel
yang akan dicari. Artinya jika b Mmxn(R)
makam<n.

Dengan menggunakan (teorema 4.11,[4])
maka rank(Ax r¢imin{m,n} = m<n.
Selanjutnya dengan menggunakan Teore-
ma 1 terbukti bahwa sistem persaman
linier homogen mempunyai solusi non
trivial. [

Teorema 2.3 [4]

Jika ALMp(R) dengan det (A U(R)
dengan U(R) adalah himpunan elemen
elemen unit di R, maka untuk suatu B =

(by, ..., B)'LR", persamaan AX=B mem-
punyai solusi tunggak=(y1, ..., ¥)' de-
ngan

y;i=(det(A))*

a1y Q-1 b a4 an
an1 anj-1 bn  anj+1 ann
untuk setiap j =1, 2, ...,n.

Bukti.

Diambil & = (y1, ..., ){1)t
dengany=(det(A))*

ayy aj-1 b a4 an
an1 anj-1 bn anj+1 ann

untuk setiapj=1, 2, ...,n.
Karena det (A).U(R) maka det(A)nvert-

ible sehingga

det(A)y=

ayy Q-1 b a4 an
an1 anj-1 bn  anj+1 ann
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a1y aj-1 b Ay an
an1 anj-1 bn apj+1 ann
n
= X bycofj; (A)
i=1
2 ot (A |
v i§1¢0i1( )b

D= : =adj(A) B
Yn .anlcOfin(A)bi
i=

det(A) & = adj(A) B
Karena det(A)In=adj(A)A maka adj(A) A
¢=adj(A) B. Karena det(A)U(R) maka
adj(A) invertible, sehingga A=B. Selan-
jutnya akan dibuktikan bahwg tunggal.
Diandaikané ~ adalah solusi lain dari
AX=B, maka A: =AE=B; A(& - &)=0.
Karena Ainvertible maka ¢ - &) = O dan

E=E. ]

Dari teorema diatas dapat disimpulkan
bahwa jika Ainvertible maka AX=B mem-
punyai solusi tunggal untuk suatuJR".
Teorema berikut akan menjelaskan syarat
perlu suatu Sistem persamaan linear AX=B
mempunyai solusi dengan (R) dan
BLUR™.

Teorema 2.4 [4]
Diketahui AOMmyn(R). Jika AX=B mem-

punyai solusi makat(IA|B)=It(A), untuk
setiap t1Z.

Bukti.
Jika myn maka kita dapat menambah
variabel variabel baru X, ... , ¥, dengan

koefisien nol pada persamaan (2.1), se-
hingga diperoleh Sistem persamaan linear

baru AX = B sebagai berikut.
a1 agp agn 0 - 011 x

Am1 A Xm
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= : (2.6)

Sehinggaé = (yi, ..., y)' L R” dikatakan
solusi dari persamaan (2.1) jika dan hanya
jika £ = (y1, ..., %O, ...,00' L R™ adalah
solusi dari persamaan (6), dan untuk setiap
tUZ berlaku {(A) = I(A") dan |(A|B) =

I(AB).
Oleh karenanya jikat(IA"B) = KA)

untuk setiap BZ maka I(A|B) = K(A).

Artinya dengan menggunakan persamaan
(6), secara sama tanpa mengurangi ke-
umumannya berlaku juga untuksm.

Karena A dan A|B) sama sama mem-
punyai m baris,maka(R) = I((A[B) = (0)

jika t) min {m,n} =m, sehingga kita dapat
mengasumsikan bahwa
1<t<m=min{m,n}

Menurut definisi {(A) O I(AB). Se-
lanjutnya tinggal dibuktian bahwa(A|B)
Ol1«(A). Diambil

A(ia, ... ,kij1, --mf2,n+1)=minor berukuran

txt dari (A|B) yang memuat B pada kolom

terakhirnya dengan di;< ... <k <m dan
1gj1<... <ha sn L I(AB)

Akan dibuktikan bahwa\ (i1, ... ,t;j1, ook
1n+1) L 1(A)

Misal & = (x,, ..., %)' L R" adalah solusi

dari AX = B. Dengan menggunakan
(definisi 2.10,[4]) diperoleh xColy(A) +

... + % Col,(A) =B di R", sehingga

A( il, ,.k;j]_, ...,i.1’n+l)

i & 1jy | X281 Tt Xy
q ,j A, | X18j,1F T Xn@j,n
_ 2l1 21 2 2
& j 8 jig | X181+ T Xnin
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Ay Apjry Rk
n a i a. i K
=3 X '2:11 '2ft—1 ':2 L 1(A).
k=1 - -
Qe 7 R B
|
Teorema 2.5 [4]

Diketahui ALMmn(R) dengan nen , rk
(A) = m dan B_R™. Jika terdapat ideal U
di R dan sebuah elemen reguIéIFz se-
demikian sehingga Um(AB) OR,OU
Im(A) maka sistem persamaan linear AX =
B mempunyai solusi. Dengar}n(lA{B)*
adalah ideal di R yang dibangun oleh
minor minor berukuran mxm dari {AB)

yang memuat kolom B.

Bukti.

Karena rk(A) = m maka Anfln(A)) =
(0). Dengan kata lainh(A) =z (0). Jadi
terdapat minor berukuran mxm dari A
yangz 0. MisalA = A(H, ... ,M;j1, ...,jn)
adalah minor mxmz (0) dari A dengan
1<ji< ... <jm <n.Perhatikan submatriks
berukuran mxm dari A sebagai berikut.

I B T T _
A=| : . i | maka det A) =
amll amjm
A z 0 dan
b, LY
Al : |=det(A) =(A)(adjA)
bm bm bm
(2.7)
Dilain pihak
o I
> bjcofjy(A)
LY
(adjp)| : |= (2.8)

m ' _
b, > bjcofjm( A)
j=1

Selanjutnya dibentuk

- .
> bjcofj1(A)
=1

= : LRrR™

m . N

Cm Y. bjcofim(A)

=1

C1

Sehingga untuk setiap i = 1,2,_.., m berlaku
m _

G= ) bjCiji(A)
=1

& b aj,,

Oim( AB)’

4, Dbm o am,

(2.9)

Dengan menggunakan persamaan (7),(8),
dan (9) diperoleh:

bl alj1 bl aljm C,
Al = T : :

bm amj1 bm amjm Cr
DenganAb; = Zaijucu , untuk setiap i =

u=1

1,2, ...,m.
Selanjutnya y ..., , didefinisikan sebagai
berikut :

O;vD{l,...n}—{jl ..... jm} .
= 0l B),
g { C;v=j;;i=12..,m n(AB)
untuk setiapv =1, ...,n.
Sehingga

n
Z aiVyV =aij1yj1 + ...+ aijmyjmz

v=1

&, + ..+ &j_Cm=Abi , untuk setiap i =

1,...m. Jadi b=)"a,y, untuk setiap i =
v=1

1,...mdany..., w0 In(AB)".

Misal Aj,... A, adalah minor minor

berukuran mxm dari A yang 0. Maka

untuk setiap k=1, ...,p terdapat skalar

{ywlR , v=1,.n0 In(AB) sedemiki-

an sehingga

n
A=Y &Y Oi=1,..m.
v=1

(2.10)
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Sudah diketahui bahwa Un(IAB) DR,

OUIm(A) dan karenaAs,... A, memba-
ngun ideal }(A), maka didapat elemen

p
reguler z=)_q, A, dengan g...q,L1U.
k=1
Selanjutnya persamaan (2.10) menjadi

p n P n
z zaivqk Yiv :zqkzaivykv
k=1 -1

k=1 v=1

p
:z A A b
k=1

=zp, Oi=1,..m. (2.11)

Karena untuk setiap v = 1,...,n berlaku

p
> 0 OUIn( AB) OR;, maka
k=1

p
qu Y, =fvz, dengan \fIR. Sehingga per-
k=1
samaan (2.11) menjadi

n n
Z ainVZ= Zz aiv rv
v=1 =1

=zbOi=1,....m.
Karena z elemen reguler dari R maka

gjaivrv =b;, Oi=1,...,m. Dengan kata lain
v=1

|
Akibat 2.6
Jika ALMmnn(R) dengan #(A) = R maka
untuk suatu BR™, sistem persamaan
linear AX=B mempunyai solusi.

Bukti.
Karena kL(A) = R maka rk(A) = m.

Untuk suatu BR™ berlaku Rh(A[B)’

UR.0 RIm(A)

Karena 1 adalah elemen reguler dari R
maka dengan menggunakan Teorema 2.5
terbukti bahwa Sistem persamaan linear
AX = B mempunyai solusi. [

Contoh
Diketahui sistem persamaan linear non
homogen dengan koefisien koefisien
anggota ring komutatif R = Z/4Z sebagai
berikut.
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X+y+z=1

2Xx+y+2z=2

X+2z=3
Akan diselidiki apakah sistem persamaan
linear non homogen diatas mempunyai pe-
nyelesaian.
Dari sistem persamaan linear non homogen
diatas diperoleh

111 1
A= [2 1 2|LMgs4R) dan B32|LR
10 2 3

dengan R = Z/4Z.

Elemen 1 dan 3 adalah elemen reguler dari
R =Z/4Z

Ri={ri 1| r0 Z/4Z}=7/4Z
R:={ri 3| n0Z/4Z}=Z/4Z

I3(A)=Ideal yang dibangun oleh minor mi-
nor berukuran 3x3

111
={n2 1
10

| nLz} = {z147)

Anng (I3(A)) = { x [Z/4Z| xm = 0, untuk
setiap M_I5(A)} = (0).

Rank A = 3.
11 1 11 1
Is(AB) ={nif2 1 2 +m2 2 2 +
30 1 3
11 1
nel2 1 2, mmnelzy = z/4z
10

Diambil U = Z/4Z dan elemen reguler 1
maka berlaku Us(A[B) OR 10U I5(A).

Selanjutnya dengan menggunakan Teore-
ma 2.5 terbukti bahwa sistem persamaan
linear diatas mempunyai solusi.

Al =3LUR);(A)*=3.
111
yi=(A)Y2 1 2=31=3
30
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1 1 1
y2=(A)*2 2 2=3.0=0
1 3 2
111
ys= (A 2 1 2=32=2
1 0 3
Y1 3
&=y, | =|0| adalah penyelesaian dari
Ys 2

sistem persamaan linear diatas.

3. PENUTUP

Konvers dari Teorema 2.4 tidak
berlaku untuk ring komutatif R artinya jika
li(AB)=I(A), untuk setiap MZ, tidak

menjamin bahwa sistem persamaan linear
mempunyai solusi. Akan tetapi jika R
adalah field maka konvers dari Teorema

2.4 berlaku, sebab jikg WB) = k(A),

untuk setiap(flZ, maka rk(A B) = rk(A).

Dan berdasarkan [1] maka sistem persama-
an linier mempunyai penyelesaian

rk(A| B) = rk(A).
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