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Abstract. This paper presents an approach of the Ehrlichtiesdumor growth modelling
based on the logistic equation with diffusion. Timedel is constructed by using the concept of
the reaction-diffusion equation. Besides that bingighe principle of the travelling wave, a
model equation with diffusion at tumor cell gronthn be formed into the two non linear
differential equation system. Then the equilibrigpmints of the non linear system will be
obtained so that the stability of the model camhalized.
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1. PENDAHULUAN

Permasalahan-permasalahan dalam
kehidupan nyata dapat dibawa ke dalam
model matematika dengan menggunakan
asumsi-asumsi tertentu. Kemudian dari
model yang didapat akan dicari suatu ben-
tuk solusinya kemudian dianalisis secara
kualitatif. Terdapat beberapa permasala-
han dalam kehidupan nyata yang dapat di-
modelkan dan dianalisis dengan meng-
gunakan matematika. Salah satunya per-
masalahan dalam bidang biologi dan
kedokteran yaitu model pertumbuhan po-
pulasi sel tumor yang dipandang sebagai
populasi dalam satu jenis. Adapun jenis sel
tumor yang dalam dibahas dalam paper ini
adalah sel tumoehrlich ascities yang
menyerang salah satu jaringan pada hewan
tikus [3].

Pada umumnya model pertumbuh-
an yang sering dibahas dalam bidang
biologi yaitu mengenai model pertumbuh-
an populasi satu jenis yang dipengaruhi
faktor internal dan eksternal tanpa adanya
difusi. Dalam hal ini diasumsikan bahwa
model pertumbuhan yang dipengaruhi oleh
faktor internal maupun eksternal adalah
model pertumbuhan logistik. Pada model
pertumbuhan logistik ini, kedua faktor
diatas mempengaruhi laju perubahan den-
sitas suatu populasi. Sehingga dalam kasus
ini diasumsikan juga bahwa kedua faktor
diatas mempengaruhi perubahan densitas

sel tumor ehrlich ascities ditinjau dari
faktor internal, setiap sel tumor tersebut
dapat melakukan reproduksi selama hi-
dupnya. Sedangkan dari faktor eksternal
yaitu karena adanya daya tahan tubuh dari
hewan tikus tersebut dan reaksi obat yang
diberikan untuk mencegah per-tumbuhan
sel tumorehrlich ascitiesyang signifikan.

Oleh karena itu, dalam paper ini
penulis membahas tentang model pertum-
buhan logistik pada pertumbuhan sel tumor
ehrlich ascities dengan adanya suatu
difusi. Model pertumbuhan logistik dengan
difusi pada pertumbuhan sel tumor ini di-
bangun menggunakan konsep dari persa-
maan reaksi-difusi [2]. Sehingga pada
pembahasan paper ini akan dijelaskan juga
bahwa model logistik-difusi ini dikons-
truksi dari suatu persamaan reaksi-difusi
[7]. Selain itu dari sini juga akan di-ten-
tukan seberapa besar pengaruh difusi
terhadap kestabilan titik kesetimbangan
[4,5,6] model logistik dengan difusi pada
pertumbuhan sel tumeahrlich ascitieger-
sebut.

2. MODEL LOGISTIK DENGAN
DIFUSI PADA PERTUMBUHAN
SEL TUMOR EHRLICH ASCITIES

Penyebaran sel tumahrlich asc-
ities (EAT) yang bergerak dalam suatu
jaringan di tubuh tikus diasumsikan me-
nyerupai pergerakan molekul. Hal ini yang
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menyebabkan model difusi tepat untuk
menggambarkan penyebaran sel tumor ter-
sebut.

Karena sel tumor tersebut mem-
punyai ukuran sangat kecil dan diasumsi-
kan hidup berkoloni, maka sel tumor
ehrlich ascities tersebut tampak seperti
potongan suatu bidang diatas penampang
jaringan di tubuh tikus. Diasumsikan bah-
wa densitas sel tumor tidak bergantung da-
lam arah y sehingga densitas sel tumor

dalam hal ini merupakan fungsi dax
saja. Kemudian diasumsikan juga arah
penyebaran sel tumor hanya searah sumbu
X. Sehingga dalam kasus ini akan dibahas
model pertumbuhan sel tumoehrlich
ascitiessecara difusi dalam satu dimensi.
Misalkan N(x,t)adalah densitas

sel tumorehrlich ascitiegpada posisix dan
waktu t, dan q(x,t)adalah laju penyebar-

an sel tumor tersebut pada posisidan
waktu t. Dalam hal ini nilaiqg(xt) =0
yang mempunyai arti bahwa laju penyebar-
an sel tumor dari arah kiri ke kanan se-
panjang sumbw.

Pada hukum konservasi massa di-
nyatakan bahwa jumlah massa dalam suatu
interval tertentu adalah tetap. Sehingga
sesuai dari hukum konservasi ini dapat
dinyatakan bahwa densitas sel tumor
ehrlich ascitiesyang bergerak pada suatu
interval tertentu dengan panjang misalkan
Ax dalam suatu jaringan yang tidak di-
pengaruhi oleh faktor dari luar, dapat di-
pandang hanya densitas sel tumetirlich
ascities yang bergerak melintasi interval
tersebut. Sehingga densitas sel tumor
tersebut melakukan proses difusi dalam
jaringan yang panjangnyax .

X+AX

Apabila J' N(s t) ds menyatakan

total densitas populasi sel tumenhrlich
ascitiespada suatu interval tertentu dengan
panjangAx . Dari hukum konservasi massa
diperoleh

d X+AX

" N(s 1),

X

ds=d % 9- d x-Ax}J. (2.1)
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Menurut penjelasan diatas jika
g(xt) dan q(x+Axt) bernilai positif,
maka q(xt)—g(x+Ax ) menunjukkan
bahwa pada saat wakty sel tumor ehr-
lich ascities menyebar dari kiri (dengan
masuk ke dalam penampang jaringan pada
interval dengan panjangix) ke kanan
(keluar dari penampang jaringan pada in-
terval dengan panjangix). Sedangkan
jika q(x,t) bernilai positif dang(x+AXx, t)
bernilai negatif, maka densitas populasi sel
tumor ehrlich ascitiesyang terdapat dalam
penampang jaringan tubuh dengan panjang
interval Ax akan bertambabh.

Kemudian jika sel tumorehrlich
ascitiesmelakukan reproduksi selama pe-
nyebarannya yang mempengaruhi jumlah
total densitas sel tumor, maka dapat terjadi
perubahan dalam densitas populasi sel
tumor tersebut. Misalkan(x,t) adalah la-
ju perubahan densitas populasi akibat ada-
nya reproduksi yang terjadi dalam sel
tumorehrlich ascitiegersebut.

Sehingga dengan menggunakan
hukum konservasi massa diatas dan juga
jika terdapat faktor yang mempengaruhi
densitas populasi sel tumor, maka akan
diperoleh persamaan

ON(x 1) 0°N(x 1
=D
ot ox*
dengan
N(x t): densitas sel tumahrlich ascities

pada posisix dan waktut

+v(x 1), (2.2)

v(x 1) : laju perubahan densitas sel tumor
ehrlich ascities pada posisi
x dan waktut

D . koefisien difusi

Sekarang diasumsikan bahwa laju
perubahan densitas sel tumaghrlich
ascitiesdipengaruhi oleh dua faktor yaitu
faktor internal dan eksternal. Dari faktor
internal sel tumor tersebut melakukan
reproduksi sepanjang penyebarannya da-
lam jaringan di tubuh hewan tikus. Se-
dangkan dari faktor eksternal yaitu ter-
dapat daya tahan tubuh yang bekerja dalam
jaringan di tubuh tikus tersebut dan reaksi
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obat yang diberikan untuk mencegah per-
tumbuhan sel tumor yang signifikan. De-
ngan ini diasumsikarK merupakan kapa-
sitas bataqcarrying capacity)yaitu den-
sitas populasi sel tumor maksimum yang
dapat ditampung dalam suatu jaringan
tersebut.

Dalam hal ini didapat laju perubah-
an densitas

vixt)=r N(x,t)(l—%j .

JikaN (x,t)-» K makav(xt) - O.

Dengan laju perubahan densitas
seperti pada persamaan (2.3), maka diper-
oleh model difusi dari pertumbuhan po-
pulasi sel tumorehrlich ascities yang
dipengaruhi oleh faktor internal dan
eksternal sebagai berikut.

(2.3)

ON(x 9 _ 5 9*N(x t)+rN(X t)(l— N( % t)j ,
ot ox? ' K

(2.4.8)
atau
N _ t)(l_ N(x t)j+ pd N(x
ot ’ K ox?
(2.4.b)
dengan:
N(x t): Densitas sel tumor ehrlich

ascities pada posist dan waktu
t

r . Laju reproduksi sel tumor ehrlich
ascities

K : Kapasitas  batas (carrying
capacity)

D . Koefisien difusi

D=0 r=0 xUR

Persamaan (2.4.a) dan (2.4.b) dise-
but juga sebagai model pertumbuhan lo-
gistik dengan difusi karena persamaan ini
merupakan kombinasi antara persamaan
logistik dengan persamaan difusi. Selanjut-
nya akan diamati suatu densitas sel tumor
ehrlich ascities pada suatu daerah pe-
nampang dalam suatu jaringan di tubuh
hewan tikus. Suatu densitas sel tumor
tersebut diberikan kondisi awal kemudian
diamati dalam suatu bidang penampang
pada suatu jaringan yang panjangnla

dan didefinisikan dengan

K={(xOR)/0<x<L}. Kemudian da-

lam kasus ini akan diasumsikan juga

bahwa:

1. Dalam suatu daerah penampang jaring-
an di tubuh hewan tikus tersebut, tum-
buh sel tumoehrlich ascitiesyang aktif
bereproduksi.

2. Adanya daya tahan tubuh tikus yang
bekerja dalam jaringan yang terserang
tumor dan reaksi obat untuk mencegah
pertumbuhan sel tumaghrlich ascities
yang signifikan.

3. Jumlah sel tumoehrlich ascitiesyang
mati akibat adanya daya tahan tubuh
dan reaksi obat dalam jaringan yang
terserang dapat digantikan dengan re-
produksi dari sel tumor tersebut.

4. Sel tumor tersebut tidak dapat migrasi
dari dan keK .

Sehingga berdasarkan asumsi yang
digunakan diatas akan diperoleh syarat
batas

ON(0,t) _ ON(L,1) _

0, (2.5)
0X 0X
N(x0)=N, (9 (2.6)
dengan

N,(X): Densitas sel tumor mula-mula

dalam daerah penampang jaring-

anK.

Kemudian diasumsikan juga bahwa
pergantian dari sel tumaehrlich ascities
yang mati akibat daya tahan tubuh dan
reaksi obat yang bekerja dalam jaringén
dengan hasil reproduksi sel tumor tersebut
yang tersisa terjadi dalam waktu yang
lama, sehingga densitas populasi hanya
bergantung pada posisi, dan tidak ber-
gantung pada waktu. Kondisi ini dinama-
kan kondisi keadaan tungkteady state)
Pada kondisi iniN tidak bergantung pada

waktu, sehingga‘?}—’:l sama dengan nol.

Dengan demikian persamaan (2.4.b) men-
jadi:
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_N(®) d”NCX _
rN(x)(l " j+D o7 =0, (2.7.a)
atau
AN N(X ) _
v DN(x)( K j_o, (2.7.b)

Persamaan (2.7.b) ini merupakan per-
samaan differensial orde dua yang ber-
bentuk

(jjlez\'+f(N(x))=O, (2.8)
denganf (N(x) = N(x)( Nlix))

Kemudian untuk selanjutny&l(x) ditulis

dalam N, sehingga dari persamaan (2.8)
dapat dibentuk
N+ f(N)=0. (2.9)
Dengan konsep konservasi energi
persamaan (2.9) diintegralkan terhaddp
Sehingga diperoleh

(N)*
2

[1],

+U(N)=C, (2.10)

dimana C adalah konstanta. Persamaan
(2.10) tersebut merupakan persamaan ener-

gi total E dengan%(N')2 disebut sebagai

energi kinetik danU(N) sebagai fungsi
energi potensial sehingga adalah energi
total E yang bernilai konstanta juga,
sehingga dalam hal ini

N
U(N)=j f(9 ds . (2.11)

0
Sehingga diperoleh

N 2 3

U(N) :Ljs(l_ij ds= N7 _ N_

D K D\ 2 3K

(2.12)

Kemudian apabila diambi0.5,D=1, dan
K=1500000000, akan diperoleh grafik
fungsi potensiall (N) sebagai berikut
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Gambar 3.1. Grafik fungsi energi potensial
U(N): r=0.5,D=1,
K=1500000000

Dengan mengambiU, =N danU, =N/,
maka persamaan (2.7.b) dapat ditulis
sebagai sistem dua persamaan differensial
orde satu yang berbentuk

U, =U,

: r U
U, =——U.,|l1--
= gu1-5

Sistem dua persamaan differensial
(13) mempunyai titik—titik kesetimbangan
U =(0,0) danU =(K,0). Dengan meng-
gunakan prinsip linearisasi dan teorema
jenis kestabilan, maka diperolen bahwa
titik kesetimbangan (0,0) merupakan titik
pusat (center) dan stabil, sedangkan titik
kesetimbangan(K,0) merupakan titik pe-
lana(saddle pointdan tidak stabil.

Selanjutnya jenis kestabilan yang
diperoleh dari titik kesetimbangan sistem
persamaan differensial non linear (13) da-
pat digambarkan dalam bidang fase berikut

(2.13)



N

Gambar 3.2. Bidang fase kestabilan dari
titik kesetimbangan

Untuk selanjutnya kestabilan popu-lasi akan digaatiecara kualitatif yaitu dengan
memproyeksikan Gambar (3.1) terhadap Gambar (3.2)
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Gambar 3.3. Proyeksi grafik fungsi U(N) terhadagabig
fase kestabilan titik kesetimbangan
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Karena diasumsikan panjang pe-
nampang jaringan yang akan terserang
tumor ehrlich ascitiesadalahL dan tumor
tersebut tidak dapat migrasi dari danke
sehingga
N'(0)=N'(L)=0. (2.14)

Dari bidang fase pada Gambar 3.8
terlihat bahwa orbit dimulai dan diakhiri
pada sumbu horizontaN . Jika orbit di-
mulai diluar trayektori, maka orbit tidak
diakhiri pada sumbu horizontaN . Jika
orbit di mulai pada trayektori, maka orbit
akan menuju titik pelana(saddle po-
int) (K,0), tetapi titik pelana tersebut akan
dicapai untukt menuju tak hingga, se-
hingga menjadi infinite. Jadi untuk orbit
yang dimulai diluar dan pada trayektori ti-
dak memenuhi syarat batas (2.14), se-
hingga orbit yang dipilih harus yang ber-
ada didalam trayektori.

Pada Gambar 3.8, untuR =0 di-
peroleh nilai N'=0, sehinggaU (N) =0.
Posisi ini menunjukkan energi potensial
U (N) minimum.

rK 2

Untuk C=C< , diperoleh
S <% p
N B _rK?
N'=0 jika UN)=C <C,= D Untuk
U (N) yang semakin menurun

(U(N) = C) menuju batas minimum, ma-
ka akan didapatkamN' semakin naik me-
nuju batas maksimum. Dan sebaliknya,
jika U(N) semakin naik menuj,, ma-
ka N' semakin turun menuju batas mini-
mum.

rK?

Untuk C=C,= jika

2

rk
U(N)=C,= oD

maka N'=0. Sehingga

didapatkanU (N) berada pada posisi mak-
rK 2
6D
maka U(N) berada di luar persyaratan

batas densitas populasi.
Dari persamaan (2.14) yaitu

simum. Sedangkan untulC =C, >
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N'(X) = £2(C- U(N) . (2.15)

Kemudian dihubungkan pada persamaan
(2.14) yaitu

N'(0)= N'(L)= 0=+,/2(C- U(N)

(2.16)
Sehingga diperoleh
U(N)=C=E. (2.17)
Dari persamaan (2.17) dapat

dikatakan bahwa jika populasi sel tumor
ehrlich ascities dalam keadaan tunak
(steady statelan memenuhi syarat batas
(2.14) maka fungsi energi potensial sama
dengan energi total mekanik, sehingga
dalam situasi ini energi potensiél (N)

mencapai maksimum dan sebaliknya ener-

r 2
(NY) bernilai nol.

gi kinetik
Selanjutnya akan dianalisa secara
kualitatif mengenai pengaruh difusi ter-
hadap kestabilan titik kesetimbangan mo-
del logistik dengan difusi pada pertum-
buhan sel tumoehrlich ascities Dari mo-
del persamaan (2.4.b) apabila tidak ada
difusi (D =0), maka model pertumbuhan

sel tumorehrlich ascitieanenjadi

(2.18)

N0 -y,

denganv(x, t)=r N(x,t)(l—%j.

Jika dimisalkanN merupakan titik
kesetimbangan untuk persamaan (2.18),
maka N juga merupakan titik kesetim-
bangan untuk persamaan (2.4.b).

Selanjutnya didefinisikan
N(xt)=N+ux9 (2.19)
denganu bernilai sangat kecil, maka dari
persamaan (2.4.b) diperoleh
ou __0°u_  odv
— =D— +u—,
ot x> ON
sehingga syarat batas persamaan (2.5)
menjadi

(2.20)
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@=O di x=0danx=L.
0X
Untuk persamaan (2.20) mempunyai solusi

berbentuk

u(x, t) = é‘i A COS?(,

(2.21)

(2.22)

yang memenuhi kondisi syarat batas per-
samaan (2.21). Selanjutnya jika disubs-
titusikan persamaan (2.22) ke dalam per-
samaan (20), diperoleh

1-%Y b mzfz =0, (2.23)
ON L
ataud = —pr? . (2.24)
oN
dengan
2
2= fz an o _ov (2.25)
L N ON|,

Dari persamaan (2.24) didapat jika
tidak ada difusi(D =0) dan titik kesetim-

bangannya stabil, maka diperol%% dan

A negatif.

Kemudian jika ada difusi dalam
daerahK dan tidak ada migrasi dari dan
ke K, maka titik kesetimbangan tetap
stabil. Jadi jika tidak ada migrasi dari dan
ke K, maka difusi tidak mempengaruhi
kestabilan dari titik kesetimbangan model
logistik — difusi pada pertumbuhan sel
tumorehrlich ascities

3. KESIMPULAN

Dari hasil pembahasan dapat disimpulkan

sebagai berikut

1. Model logistik dengan difusi pada
pertumbuhan sel tumahrlich ascities
dikonstruksi  menggunakan  konsep
persamaan reaksi difusi.

2. Model persamaan logistik dengan difusi
pada pertumbuhan sel tumahrlich
ascities mempunyai dua titik kesetim-

bangan vyaitu (0,0) merupakan titik
kesetimbangan yang stabil ddiK,0)
merupakan titik kesetimbangan tidak
stabil.

3. Jika populasi sel tumaghrlich ascities
dalam keadaan tungkteady stateylan
tidak ada sel tumor yang bermigrasi dari
dan ke penampang jaringak, maka
fungsi energi potensial sama dengan
energi total mekanike , sehingga dalam
situasi ini energi potensidl (N) men-
capai maksimum.
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