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Abstract. In the present paper we study the problem of kbmniration in logics LBB' I(

n~k)’ i.e.

logics obtained fronhBB’l by adding a rule called (k) rule. It is known that the cut elimination
theorem forLBB’l and its standard extensions can be proved usintg soodifications of the
method used by Gentzen in 1935 to prove the cotidition theorem for Intuitionistic Logic. We

extend the modifications to show thhBB' I(

n~k)

enjoy the cut elimination theorem when k=1.

On the other side, we give a counter example sggqoeshow that the cut elimination theorem

does not work for LBB' I( when k>1.

n~k)
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1. PENDAHULUAN

Pada tahun 1994 Komori mem-
perkenalkan sistem Gentz&rBB’l, lihat
[3]. Sequent Kalkulus LBB'Il tersebut
diturunkan dari logika implikasionaBB' |
yang merupakan pengembangan
logika yang paling simpel yaitu logikal.
LBB'I mengandung suatu operasp””
yang biasanya disebut dengaguarded
merge” yang cukup kompleks, dimana
dua formula digabungkan menjadi satu,
tetapi harus tetap mempertahankan urutan
dari kemunculan formula pada kedua for-
mula tersebut. Kondisi lain dari operasi
tersebut adalah pada-I , formula yang
muncul paling kanan haruslah formula
yang yang muncul paling kanan @di.

Meskipun  formulasinya cukup
kompleks, pada [1] penulis berhasil mem-
berikan bukti bahwa teorema eliminasi cut
berlaku pada LBB’IK, LBB’IW dan
LBB’IKW, logika-logika tersebut berturut-
turut adalah logika yang diperoleh dengan
menambah aturan weakening, contraksi
dan kedua aturan struktural tersebut sekali-
gus. Dapat dicek bahwa mereka masing-
masing ekuivalen dengan logika implikasi-
onalBB’IK, BB’'IW danBB’IKW. Pada [2]
Hori, Ono dan Schellinx memperkenalkan
suatu aturan inferensi yang kemudian

dari
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dinotasikan sebagai aturan (k) yang
diformulasikan sebagai berikut:

n
—

rA..,AAN- B
rNnA..AA - B
—

k

Sebagai catatan, disitki > 0 dann # k.
Aturan (n~k)adalah merupakan aturan

weakening ketika n= 0 dan k= 1 serta
merupakan aturan oktraksi ketika n=1
dan k=2. Sedangkan ketika < k aturan
tersebut merupakan suatu bentuk terbatas
dari aturan wakeningdan ketikan > k
merupakan suatu bentuk terbatas dari
aturan lontraksi

Tulisan ini merupakan kelanjutan
dan pengembangan dari [1], dimana akan
dipelajari masalah eliminasi cut pada
logika-logika LBB' I( ¥ yang diperoleh

-
dengan menambahkan aturan.k) pada
logikaLBB'I.

Pada tulisan ini dianggap pembaca
sudah familiar dengan [1]. Notasi-notasi
dan terminologi-terminologi dalam tulisan
ini mengikuti yang disampaikan pada [1].

2. Teorema Eliminas Cut untuk
LBB' I :
(n-1)
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Berikut ini akan dibuktikan bahwa Lemma di atas dibuktikan dengan metode

teorema eliminasi cut berlaku untuk yang sama dengan metode pada [1] se-
LBB' I(n~k) bilak=1. bagai berikut: Misalkan P adalah bukti dari
sequent S yang memuaiulti-cut* sebagai

L aturan inferensi paling bawah sebagai
Teorema2.1 Teorema eliminasi cut berikut:

berlaku untukLBB' | : <
(n~1) : :
Bukti. Untuk membuktikan teorema ini %(multi—cut")
akan diperkenalkan suatu aturan yang _ = . .
disebutmulti-cut*. Selanjutnya _Iemm_a 2.3 dibuktikan
dengandobel induksi atagade dan rank
Definis 2.2 Aturan multi-cut* adalah dari P yang_dldefln|5|kan sebagai berl_kut:
sebuah aturan inferensi sebagai berikut: * grade dari P adalah banyaknya simbol
F.A AA"S . B logika dari formulamulti-cut*.
— (multi - cut*) » rank dari P adalah banyaknya sequent
. Ao{mr}, 2 - B ) yang muncul di atas sequent bawah dari
dimanaA harus kosong ketikA kosong. aturanmulti-cut*.
Disini misalkan "= Ag,A,......A dan Pembuktian dibagi menjadi 4 kasus
A=A A, A Maka A-{ml} adalah sebagai berikut:
suatu deretan formula dalam bentuk
A A"DAA L AGAT Formula A Kasus 1. S; atau $ adalah inisial sequent.

disebut formula multi-cut* dari aturan Trivial.
multi-cut* diatas.

Kasus 2. S; atau $ adalah sequent bawah
Mudah dilihat bahwa aturacut adalah dari aturan(n ~1).
bentuk khusus dari aturamulti-cut*.
Sebaliknya setiap aplikasi damulti-cut*
dapat digantikan denganmkali pengulang-
an dari aplikasi aturacut. Oleh karena itu,

Sub-kasus 2.1 S; adalah sequent bawah
dari aturan(n ~1).

sebuah bukti tanpa aturamulti-cut* pada Bagian akhir dari bukti P akan berbentuk:
LBB' l(n~l) merupakan bukti tanpa aturan M,C"' - A(n~1)
cut pada LBB' l(n~l) dan sebaliknya. rCrz— A AR - B(multi—cut*)

Do N CI2)} 2> B
dimanaA harus kosong jik&1 danTl 2
kosong.

Sehingga, dengan argumen yang Sama
dengan [1] untuk membuktikan Teorema
2.1 tersebut cukup dibuktikan lemma

berikut : Bukti P tersebut dapat ditransformasikan

ke suatu bukti dengan baian akhir sebagai
berikut:

Lemma 2.3 Jika P adalah bukti ( pada
LBB' l(n~l) ) dari sebuah sequent S yang

mengandung sebuah aturan multi-cut* Ao{nfl3 C. T3} = - B

yang muncul sebagai aturan inferensi TS
paling bawah pada P, maka S dapat m kali aplikasi dari aturar( ﬁ'])
dibuktikan tanpa aplikasi aturan multi- Ao{nfl, G}, 2 - B

cut* .

dimana grade dari bukti teresbut sama
dengangrade P, sedangkarank-nya lebih
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kecil dari padarank P. Maka dengan
hipotesis induksi, aturarmulti-cut*-nya
dapat dieliminasi.

Catatan: Jikal': dan 'z kosong, Bagian
akhir dari bukti P akan berbentuk:

C-A

C-A
(e

Bukti P tersebut dapat ditransformasikan
menjadi:
C-A R2- B(multi—cut*)
{mc}z-8
m kali aplikasi dari aturan( n- 1)
(mg,z- B

Grade dari bukti tersebut sama dengan
grade P, sedangkamank-nya lebih kecil
dari ank P. Maka dengan hipotesis induk-
si, aturarmulti-cut-nya dapat dieliminasi.

(muti—cut?)

Sub-kasus 2.2 S, adalah sequent bawah
dari aturan(n ~1).
Bagian akhir dari bukti P akan berbentuk:

AR B
AA> B
Nol,2 B
dimanaA harus kosong, ketikA kosong.
Misalkan jumlah dari formula yang terkan-

dung di dalaml" adalahk, maka bukti P
tersebut dapat ditransformasikan menjadi:

r-A AA- B
Ao{n}, T - B
k kali aplikasi dari aturan( n-1)
Aol,2 - B

(n~3

r-A

(muiti-our)

(multi - cut¥)

gradenya sama dengangrade P,
sedangkarrank-nya lebih kecil dari pada
rank P. Maka dengan hipotesis induksi,
aturanmulti-cut* dapat dieliminasi.

Catatan:Misalkan I’ kosong maka bagian
terakhir dari P akan berbentuk:

114

AZ-B
A2 -B

2B
maka bukti P tersebut dapat ditransfor-
masikan menjadi:

(n~3

-A

(mutti-cutr)

—>A An,2—>B(

2 - B
grade dari bukti tersebut sama dengan
grade P, sedangkamanknya lebih kecil
dari padarank P. Maka dengan hipotesis
induksi, aturanmulti-cut*-nya dapat di-
eliminasi.

multi—cut*)

Kasus 3. S; dan $ adalah sequent bawah
dari aturanimplikasi sedemikian hingga
prinsipal formula dari kedua aturan ter-
sebut adalah formulaulti-cut*.

Dalam kasus ini Sadalah sequent bawah
dari (~0) dan $ adalah sequent bawah

dari (0-). Misalkan A=ADA:,
M =C,G,..... G,

> =Dy, D2....Di,(AcO A", ..., D .
A=No, Ay, A (AD AY™ LA,
Bagian akhir dari P adalah bentuk:

FLASA >AAAN-B
0
I'-»ADA(HE) Mo AOASN- B (5

Mo g+ Iri,A- B

(mi-ar]

Dimanall, = Ao, D1,A1,Do2,... A+ Di - dan

M, =A+1y,Di+y...,A ,D . Dalam hal iniZ

tidak boleh kosong, sedangkan

Do, As,...,.A harus kosong jikd kosong.

Bukti P tersebut dapat ditransformasikan

menjadi:

M-A Z—Al( a)

MeIN,-A " TA-A o A Z)AAB( 4
Q"@"']I}FL—’A rLO(ITDrW\_,B ( d
e gt DRA- B
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Dimana M, = Dy, D2,....Di, I . B ALB"ALA - A (m " t*)
M, =Di+y,...,Di, Mg =N0o,Ay..., A, dan Alo{mf},AzA LA ulti—cu ( [
Mg =A,.LA L Alo{mF},Az CAOA -

grade dari (a) dan (c) sama denggrade

P, sedangkarrank-nya lebih kecil dari
RankP. Gradedari (b) dan (d) lebih kecil
dari grade P. Maka dengan hipotesis
induksi, kita dapat mengeliminasi aturan
multi-cut* (a), (b), (c) dan (d).

Kasus 4. S; atau $ adalah sequent bawah
dari aturan implikasikecuali kasus 3.

Subkasus4.1 S; adalah sequent bawah
dari aturan implikasikecuali kasus 3.

Jika S adalah sequent bawah dati- ).

Bagian akhir dari P adalah bentuk:
A AAN-B (D‘}
DALIAATN-B
AT AT/} 2, -

dimana I' tidak boleh kosong. Bukti P
tersebut dapat ditransformasikan menjadi:

=5 fut-a

AAN-B 2 B%-C

i
M-A 2[MAAN, 22-C ( ‘(115@_)
2oy A A 22-C
gradenya sama dengangrade P,

sedangkarrank-ya lebih kecil dari pada

rank P. Sehingga dengan hipotesis induksi,

aturanmulti-cut-nya dapat dieliminasi.

Sub-kasus 4.2 S, adalah sequent bawah
dari aturan implikasikecuali kasus 3.

Pada tulisan ini akan diberikan bukti untuk
bagian akhir dari P berbentuk:

ALB™AA - A
AB"A, - ATA

Alo{mf},Az - AUOA
dimanaA 1 harus kosong jik&d kosong.

(-0)

I' - B

Bukti P tersebut dapat ditransformasikan
menjadi:

gradenya sama dengangrade P,
sedangkarrank-ya lebih kecil dari pada
rank P. Sehingga dengan hipotesis induksi,
aturanmulti-cut* dapat dieliminasi.

3. Masalah Eliminas Cut pada
LBB'I untuk k > 1.
(n~k)
Sebelumnya telah  dibuktikan

bahwa teorema eliminasi cut berlaku untuk
LBB' l(n~l)' Berikut, berbalikan dengan

hasil tersebut akan dibuktikan teorema
berikut ini:

Teorema 3.1 Teorema Eliminasi Cut tidak
berlaku untukLBB' I(n~k) ketika k > 1

Bukti. Diberikan sequent (g berikut
ini, dimana p dan g adalah variabel
proposisi :

SP.9=p"0pq" Oplap)™a-p.

Dengan bantuan aturanut, S(p,g) mudah
dibuktikan sebagai berikut:

qa-q p-p PP PP
kel erfied el apfieti H
dOpd-p PO pp- p
— (= ———— A)k
dOpd-p (4 PO pp— p( )(m)
F0pd0dap’ @ p
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa

S(p,9 tidak dapat dibuktikan dalam
LBB' I(n~k) tanpa aturan cut, ketike> 1.

0, maka {0 berbentuk

(k1)

Jika n =

(multi p,qutj,)p, g B9 P, g | Jelas bahwa

tanpa aplikasi aturan cut, sequent tersebut
tidak dapat dibuktikan.

Untuk n > 1, misal terdapat bukti P tanpa
aturan cut dari $(0). Kita akan cek P dari
bawah ke atas (secara bottom up). Perlu
diperhatikan bahwa antecendent dari
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S(p,9 memuat formulaq" O p, maka P
harus memuat aplikasi daffil - ), dengan
prinsipal formula ' O p, dimanai =
1,2,..n. Aplikasi dari (0~ ) tersebut harus
terbentuk dalam alur yang sama. Diberikan
alur T, dan diberikan §,0 sebagai
sequent bawah daf-) dalam alur T

yang prinsipal formulanya adalagi O p.
Maka mudah dicek bahwa,($,0 harus
memuat sebanyakk kali kemunculan
formula g. (Disini kemunculan dariq
sebagai subformula sejati dari sebuah
formula tidak diperhatikan). Selanjutnya
bisa dicek pula bahwa jika(,0 memuat
sebanyakn’ kali kemunculan formulay,
maka $1(p,d harus memuat tepat
sebanyakn’-1 kali kemunculan formulg.
Dari sini diambil kesimpulan:

- untuk kasus <k, S(p,q) harus memuat
k-(n-1) formula g. Maka $(p,g bukan
sequent yang bisa dibuktikan. Kontra-
diksi dengan pernyataan bahwa P adalah
bukti dari Sp,0).

- untuk kasusn > k, S,.«(p,0 tidak boleh
memuat formula g. Maka ,Kp,0)
bukan sequent bawah dafil—) yang
prinsipal formulanyaq™™ O p. Kontra-
diksi dengan definisi dari,&(p,0q).

Dengan adanya kedua kontradiksi yang di

atas, teorema 3.1 terbukti.

Sebagai catatan, sequentp§) terbukti

dalam LBB' I( 9 tanpa aturan cut ketika

n~
k = 1, seperti ditunjukkan dalam bukti
berikut ini:
p-p p- p
n kali aplikasi(0 - )
p"Op.p -~ Pn-1)
9-9 PO pp- p
n kali aplikasi(0 - )
PPOpdOpd = P g
p"Opd 0 p(ay g p
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4. PENUTUP

Seperti pada LBB'l, LBBIIK,
LBB'W dan LBB’KW, teorema eliminasi
cut berlaku juga padd.BB' I( 9 ketika

n~
n=1. Tetapi hasil tersebut tidak dapat
diperluas padalLBB' I( |()apabila n>1.

I‘]~
Pada kenyataanny@orema eliminasi cut
tidak berlaku padaBB' I( 9 ketika n> 1.

-
Pada banyak kasus berlakunya
teorema eliminasi cut pada suatu sistem
sequent berimplikasi pada berlakunya
teorema interpolasi pada sistem tersebut.
Dengan terbuktinya teorema eliminasi cut
pada LBB' I(n~1), selanjutnya menarik

untuk dipelajari lebih lanjut masalah
interpolasi pada sistem-sistem tersebut.
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