RESULTAN DARI POLINOMIAL DENGAN n - INDETERMINATE

Harjito", R. Heri SW, dan Karuniawati DR
Jurusan Matematika FMIPA UNDIP
JI. Prof. Soedarto, S.H, Semarang 50275

Abstract. Let f,gK[X] be polynomials wher& is a field. To determine whether two

polynomials have a common factor without doing alivisions inK[x] can be seen from its
resultant, that is determinant from Sylvester maffiwo polynomials will have a common factor
if and only if its resultant is zero. If its resait isn’'t zero so two polynomials have not a common

factor. Wants to be look for resultarft,--, f, wheres= 3 in C[Xl,---

,Xn] whereC is the

set of all complex numbers. To make the easy r@stutiomputations is used by maple 8.
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1. PENDAHULUAN

Misalkan akan dicari apakah dua
polinomial f,g 0K [x] mempunyai faktor
persekutuan, artinya terdapat polinomial
hOK[x] dengan derajat positif yang
membagif dang. Salah satu cara adalah
dengan memfaktorkahdang menjadi tak
tereduksi. Sayangnya, pemfaktoran mem-
butuhkan proses yang lama. Metode yang
lebih efisien untuk menghitung Pembagi
Persekutuan Terbesar (PPT) dhmlan g
adalah dengan menggunakan algoritma
Euclidean. Kekurangannya adalah algorit-
ma Euclidean memerlukan pembagian
dalam K[x]. Oleh karena itu, akan dicari
cara untuk menentukan apakah terdapat
faktor persekutuan tanpa melakukan pem-
bagian dalankK[x].

Resultan yang merupakan determinan
dari matriks Sylvester mempunyai peranan
penting dalam teori eliminasi. Dengan ban-
tuan resultan dapat diketahui apakah dua
polinomial atau lebih mempunyai faktor
persekutuan.

2. PEMBAHASAN

Lemma?2.1
Misalkan f,g 0K [x ]adalah polino-
mial dengan deg(f)=1> 0 dan

deg(@) = m> 0. Polinomialf dang mem-
punyai faktor persekutuan jika dan hanya
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jika ada polinomialA,BOK % Jsedemiki-
an sehingga:

1. AdanB keduanya tidak nol.
2.degA)<m-1dandegR) < |- 1.
3.Af+Bg=0.

Bukti.
(:>) Misalkanf dan g mempunyai faktor
persekutuan hOJK ¥ .] Makaf = hf, dan
g =hg,, denganf,,g, OK[X] . Sehingga
deg(f,) <1 -1, dandeg@,) < m—-1. Maka
0,f +(- f,)g=g,hf, - f .hg, =0
Dengan demikia\ = g; danB = — f;. Jadi,
ketiga sifat dipenubhi.
(0) Misalkan A dan B memenuhi ketiga
sifat di atas. Dengan bagian 1, misallgan
# 0. Andaikanf dan g tidak mempunyai
faktor persekutuan, maka PPTnya adalah 1,
sehingga dapat ditemukan polinomial
ABOK[X]  sedemikian  sehingga
Af + Bg = 1.Kalikan dengarB dan guna-
kanBg = — Af:
B = (Af + By)B = (AB - BAJf
KarenaB # 0, persamaan ini menunjukkan
bahwaB mempunyai derajat paling sedikit
|, kontradiksi dengan bagian 2. Jaddan

g mempunyai faktor persekutuan dengan
derajat positif. m
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Lemma 2.1 merupakan salah satu cara
untuk menentukan apakah ada faktor
persekutuan  dari dua  polinomial
f,gOK[x] tanpa melakukan pembagian
dalam lapangarK. Akan tetapi, cara ini
mungkin belum memuaskan. Dari Lemma
2.1 kemudian menimbulkan pertanyaan
apakah keberadaafA dan B benar-benar
diperlukan. Untuk menjawab pertanyaan
keberadaa\ danB dilakukan dengan me-
ngubah Af + Bg = 0 menjadi sistem
persamaan linear. Tulis

A=c,+--+C, X"

B=d, +--+d_x*
dengan [ +m koefisien
Cy»***»Cpy,dg,-+,d,,  tidak diketahui.
Selanjutnya akan dica;,d; K , yang
tidak semuanya nol sedemikian sehingga
dipenuhi persamaan

Af+Bg=0 (2.1)
Sehingga secara otomafsdanB diperlu-
kan dalam lemma 1.

Untuk mendapatkan sistem persama-

an linear, tuli§ dang sebagai berikut:

f=a,+--+ax, a#0

g=b,+---+b x", b #0
dengana,,b OK . Substitusikanf, g, A,
danB ke persamaan (2.1) dan bandingkan
dengan koefisien dari pangkat maka
diperoleh sistem persamaan linear dengan
c,d, tidak diketahui dan kofisiera ,b,
dalamK:
G + hd,
&, +a G, Hhd,.d, = Kkoefisien dark

= koefisien dark' ™!
l+m-2

ag + Ity =0 koefisien dark’

(2.2)

Sehingga didapat sistem persamaan linier
homogen denganl +m persamaan dan

| +m variabel yang tidak diketahui.
Sistem persamaan linier homogen di atas
mempunyai solusi bukan nol jika dan
hanya jika determinan matriks koefisien-
nya sama dengan nol.

Definisi 2.1

Misalkan polinomial f,g0OK k ]
dengan derajat positif, yaitu:
f=a,+--+ax, a#0
g=b,+---+b x", b, #0.
Maka matriks Sylvester darf dan g
terhadap x, ditulis Syl(f,g,x) adalah
matriks koefisien dari sistem persamaan

linier yang diberikan di persamaan (2.2).
Jadi, Sylf g x) adalah matriks bujur

sangkar berukurafi + m)x (| +m):

dan

a 0 -0 b, O - O
a, a . i by by
Poa, - 0 f by 0
syl(f.g0= . . i '
Q, : a b : b,
0 q, - a, bo bm—l
0 -0 a 0 - 0 b
N U o
Y Y
m kolom | kolom

Resultan dari f dan g terhadap x,
ditulisReqf ,g,x) adalah determinan dari
matriks Sylvester. Dengan demikian,
Regf,g,x) = defSyl(f,g,x))
Dari definisi ini didapatkan sifat-sifat
resultan. Selanjutnya suatu polinomial
disebut polinomial integer jika semua
koefisiennya integer.

Proposisi 2.1. Jika polinomial f,g 0K K ]
dengan derajat positif, maka:
1. Res (f,g,X)0K adalah polinomial

integer dengan koefisien ddmang.
2. f dang mempunyai faktor persekutuan

dalamK [x ]jika dan hanya jika
Res(f,g,x)= Q
Bukti.

Formula standar untuk determinan matriks
sxs A= (aij )Ei < @dalah

det(A) = ngr(a)ajg(l)'aZJ(Z) " 8ys)

o permutasi
dari{y,...,s}

dimana Sgng) adalah +1 jikac adalah
permutasi genap dan -1 adalah permutasi
ganjil. Hal ini menunjukkan bahwa deter-
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minannya merupakan polinomial integer,
dan pernyataan pertama proposisi 2.3
terbukti.

Pernyataan kedua dibuktikan sebagai
berikut: Res (f,g,x)=0 < matriks
koefisien dari persamaan (2) mempunyai
determinan nol- persamaan (2) mem-
punyai solusi tidak nol. Ini ekuivalen
dengan keberadaakdanB pada lemma 1
sedemikian sehingg&f + Bg = 0, dan
lemma 1 melengkapi bukti dari proposisi
tersebut. Jadi, terbuktidang mempunyai
faktor persekutuan daland[ x] . [

Suatu kesulitan menggunakan
resultan adalah determinan matriks yang
besar sulit dihitung. Akan tetapi, seiring
dengan perkembangan teknologi, banyak
software yang dapat digunakan untuk
menghitung determinan matriks yang besar
sekalipun.

Untuk menghubungkan resultan de-
ngan eliminasi, akan ditunjukkan dengan
menghitung resultan dari polinomial
f =x*-y*+2 dang = xy —4. Dengan
menyatakanf dan g sebagai polinomial
dalam x dengan koefisien polinomial
dalamy didapat:

1 y O

Re$f,gx)=| 0 -4 y|=16-y"+2y.
_y2+2 0o -
Umumnya, jika f dan g adalah

polinomial dalamK k y ]Jdenganx mem-
punyai pangkat positif, maka dapat di-
hitung Res(f ,g,x) dengan cara yang
sama. Karena koefisiennya polinomial
dalamy, proposisi 2.3 menjamin bahwa
Reqf,g,x) adalah polinomial dalany.
Jadi, jika diberikanf,gDK[x,y], maka
dapat digunakan resultan untuk meng-
eliminasix.

Proposisi 2.2. Jika polinomialf,gOK K ]
dengan derajat positif, maka terdapat
polinomial A BOK[x] sedemikian

sehingga
Af+Bg=Reqf,g,x).
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Selanjutnya, koefisienA dan B adalah
polinomial integer dengan koefisien déri
dang.

Bukti.

Definisi dari resultan didasarkan pada
persamaarAf + Bg = 0. Dalam bukti ini
akan diperoleh metode yang sama untuk
persamaan&f + §g =1.

Jika Res(f,g,x)=0, piih A =B = 0
sehinggaAf + Bg = 0. Jadi diasumsikan
Res(f,g,x)# 0. KarenaRes(f,g,x)#0
maka f dan g tidak mempunyai faktor
persekutuan dalam kx[ ], atau

PPT(f,g) =1 sehingga Af + I_5>g= 1
Misalkan
f=a,+-+ax, a %20
g=hb, +---+b x", b, #0
A=c,+-+C X
B=d,+---+d,_x*
dimana koefisien c,,---,C,_,,dg,--,d,;
dalam K dan c,,---,C,,,d,, --,d,_, tidak

diketahui. Jika formula di atas disubstitusi
ke Af + I§g =1 dan dibandingkan
koefisien dari derajax, maka didapatkan
sistem persamaan linear dengard; tidak
diketahui dan koefisiers;, by dalam K
sebagai berikut:
Goa + hbdy  =C koefisien dark *™*
&, +aG.+hd,+h d, =0 koefisien dark *™ 2

ac + b =1 koefisien darx’
(2.3)
Persamaan di atas sama dengan persamaan
(2.2) kecuali di ruas sebelah kanan dari
persamaan terakhir. Oleh karena itu,
matriks koefisien dari persamaan di atas
(2.3) adalah matriks Sylvester dadang.
Karena Res(f,g,x)# 0 maka persamaan
(2.3) mempunyai solusi tunggal dalam
lapangarK.
Sehingga,
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-Obm0~--0_
© bma b
bt - O

a0

Req f,g,x)=de :

0 -0 & 0 - 0 I
J J
Y Y
m kolom | kolom

Dengan cara Cramer dapat diceri
dand, yaitu:

00 - 0fhy 0 - 0

08 " i g by
g4 -0 ¢ bpg . O
= 1 —del .' : Do
Re¢f,gX) 0 : a bp . b

1 -0 g 0 -0 by |
Karena elemen-elemen dari determinannya
adalah polinomial integer, maka
_ polinomialintegera ,b
- Regf,g,X)
Analog untukc dand; yang lain. Karena
A=c,+--+C X" maka
~ 1

" Reqf,g,x)

dengan AOK[x] dan koefisienA adalah

m-1

polinomial integer dalana ,b, . Analog B
dapat ditulis :
~ _ 1 B
Reqf,g,x)
denganBOKk k ]Jdan koefisienB adalah
polinomial integera, , b, .
KarenaAf + I§g =1, maka
Af +Bg=Regf,g,x).

Sehingga proposisi 2.4 terbukti. ]
Definisi 2.2

Misalkan  diberikan  polinomial
f,gUK[x,X,,---,X,] dengan derajat

positif dalamx, yaitu :

f=g+-+ax, g#0

N N C)
g=hy+-+b X, b, 20
dimanaa,,b OK[x,,---,x, ] dan resultan

dari f dang terhadapx; didefinisikan seba-
gai :

‘q 0 --0bh, O0--0 ]
a1 a .1 bpa bn

P g4 .0 b . O
R f, :d : Z. . : Z. .
es(f.gx)=de g : .aq kb : by
0 & - a4 0 [:D h’ﬂ‘l

0 -0 g 0 -0 Iy
N U\ -
Y Y
m kolom | kolom

Proposis 2.3. Jika f,gOK[X,X,, -+, X, ]
mempunyai derajat positif dalam, ma-
ka :

1. Regf,g,x )adalah anggota ideal eli-
minasi tingkat 1%, g) n K[xp, -, %]

2. Req(f,g,x) =0 jika dan hanya jike
dan g mempunyai faktor persekutuan
dalam K[x;,X,,---,X, ] dengan derajat
positif dalamx;.

Bukti.

Jika f, g ditulis dalam sukux;, maka
koefisiena;, b terletak dalanK[x,,---, X, ]
Karena resultan merupakan polinomial
integer dalam a b dan
a,b DK[xz,m,xn] maka
Reqf,g,x)0K[x,, -, x,]. Karena

Af + Bg = Res(f,g,x ), denganA danB
adalah polinomial dalamy yang koefisien-

nya juga polinomial integer dalam
a ,b,maka
ABOK[X,, -, % 1[%] = K[X,,X,]

sehinggaAf + Bg = Res{f ,g,xl) menyata-
kan Regf,g,x)0(f,qg)
Redf,g,%x)0K[x,, -, x,] dan
Regf,g,%)0(f,g), maka

Karena
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Redf,g9,%)0(f,g)n K[x,,x,]-
Sehingga bagian 1 dari Proposisi 2.3
terbukti.

Untuk membuktikan bagian 2 akan
digunakan Proposisi 2.1 untuk men-
jelaskan mengapa resultan bernilai nol jika
terdapat suatu faktor persekutuan. Sebe-
lumnya telah dibahas polinomial dalam
satu variabel dengan koefisien dalam suatu
lapanganK. Karenaf dan g adalah poli-
nomial dalamx; dengan koefisien dalam
K[xz,---,xn], maka Proposisi 2.1 berlaku
untuk f,g0OK(X,,---,%,)[X ]. Dengan
Proposisi 2.1 Re(sf ,g,x1)= 0 jika dan ha-
nya jika f dan g mempunyai faktor per-
sekutuan dalamK (x,,---,x, )[x] dengan
derajat positif dalam x;. Selanjutnya
diperoleh f dan g mempunyai faktor
persekutuan dalamK[x,,---,x,| dengan
derajat positif dalamx;. Bagian 2 dari
Proposisi 2.3 terbukti. [

Dalam himpunan bilangan kompleks,
dua polinomial dalamC[x] mempunyai
faktor persekutuan jika dan hanya jika
dan g mempunyai akar persekutuan,
sehingga diperoleh akibat dari Proposisi
2.3.

Akibat 2.1

Jika f,gOC[x], maka Rebf,g,x)=
0 jika dan hanya jikd dang mempunyai
akar persekutuan dalam C.

Proposisi 2.4. Misalkan
f,g DC[xl,---,xn]

fzag++a Xi
g =bg +--+byx", by, # 0 denganay , by,
OC[X2,:+,Xn] -

Jika Res (f ,g,xl)DC[xz,---,xn] sama
dengan nol padf,,---,c,)JC"* maka:

1. a =0 atalby, = 0 padalc,,--,c, ),

2. terdapatc, JC sedemikian sehingga

f dan g sama dengan nol pada
(c,,---,c,)OC".

dengan

a %0 dan
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Bukti.
Misalkan c=(c,,---,c,) dan
f(x,,c) = f(x,c,,---,C,). Akan

ditunjukkan bahwaf (x;,c) dan g(x,;,c)
mempunyai akar persekutuan ketika
a(c)z0 dan Db, (c)Z O Untuk

membuktikan ini tulis
(xo=a@+ +alx aldzo ., g

dx.d =@+ + (. blJ#0
dan h=Regqf,g,x) padac. Sehingga

jika dihitung determinan yang diberikan
olehh pada titikc diperoleh

3 (c) .

0= h(c) = det

bo(c) |
(2.6)

Dari persamaan (2.5), resultan dari

f(x,,c) dan g(x,,c) terhadapx; adalah

determinan seperti diperlihatkan pada
persamaan (2.6), sehingga

Req(f (x,,0),9(%,,€),%) =h(c) =0
Dengan Akibat 1 berartif(x;,c) dan
9(X;,€) mempunyai akar persekutuanm

ag(c)

Teorema 2.1 (Teorema Perluasan untuk
Dua Polinomial).

Misalkan | =(f,g) 0C[x,,x,],
I; adalah ideal eliminasi tingkat 1 ddri
a b, DC[xz,---,xn] seperti dalam (4) dan

solusi parsial (c,,---,c,)OV(l,) . Jika
(c,,---,c,)OV(a,b,), maka terdapat
c, ucC sedemikian sehingga
() OV ().

Bukti.

Misalkan ¢ =(c,,--,c,) . Dari proposisi
2.6 diketahui bahwa Rekf,g,x,)01,

sehingga resultan sama dengan nol pada
solusi parsialc. Jika a, = 0 ataub, = O
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pada c, maka berdasarkan Proposisi 2.4
diperlukan keberadaanc;. Sayangnya,
hipotesis padac hanya mengijinkan
a(c)=0 ataub,(c)=0. Misal a(c)=0
dan b, (c)=0, maka g(x,,c) mempunyai

derajat dalamx; kurang darim. Dalam hal
ini determinan persamaan (6) mempunyai
ukuran (I +m)x (I +m) yang terlalu besar

untuk menjadi resultan darf(x,,c) dan
g(x,c).

Karena solusiV(f,g) bergantung
pada ideal f,g), maka dapat digunakan

basis yang berlainan dari idedlf,g)

ketika a,(c)#0 dan b, (c)=0. Jika N
sebarang integer positif, maka

<f,g+>qu>=pf+0(g+>qu), pa0K, )

= ptrdgl o]t @ Kby
=(p+q>£“)f +dg). pro 0Ky, %)
=rf +qg r=p+opf! DK, %)
=(1.g.
(2.7)
Pilih N cukup besar sehingga;' f

mempunyai derajat lebih besar dalam
daripadag. Karena koefisien awal dari

g+x f terhadapx; adalaha, dengan
a(c)#0 maka terdapatc, 1C dengan
(c.c)Ov(f,g+x"f). Dengan (2.7), ini
menyatakan(c,,c)JV(f,g) dan teorema

terbukti.
Bukti di atas tidak berlaku jika, danb,

bernilai nol pada solusi parsial sebab
jika & dan b, bernilai nol pada solusi

parsial mungkin tidak dapat diperluasm

Himpunan semua solusi dari
polinomial f = 0 dang = O dinotasikan

denganv(l) denganl =(f,g).

Selanjutnya akan dibuktikan teorema
perluasan untuk sebarang ideal
(f,,-, f,) OC[x,-,x,]. Kemudian akan

dibahas resultan untuk,,---, f, jika s=3.

Misalkan u,,---,u, adalah variabel baru
dan bentuk f,,---, f, menjadi polinomial
tunggal sebagai berikut.
U, f, +-+u f OC[U,, - U, Xy, oo, %, ]
Maka f; dapat dinyatakan sebagai
polinomial dalam ring yang sama, yaitu
C[uz,--~,us,x1,~~-,xn]. Dengan proposisi
2.6, resultan darf; danu,f, +---+u_f,
terletak padaClu,,--, U, X,,--+, X, |. Untuk
mendapatkan polinomial dalaxg,---, X, ,
resultan diperluas dalam suku-suku dari
pangkatu,,---,u,, sehingga ditulis
Req(f,,u,f, +-+u f,x) = h, (%, -, %, u,
(2.8)
dimana u” adalah monomialu;? ---ug®
dan haDC[xz,---,xn] untuk semuao.

Polinomial h, disebut sebagai generalisasi
resultan darif,,---, f

s

Teorema 2.2 (Teorema Perluasan)
Misalkan

| =(f,, f)OC[x,,x,] dan 1z
adalah ideal eliminasi tingkat 1 dati
Untuk setiapl<i<s, f; ditulis dalam
bentuk
fi:gi(XZ"”’Xn)XlNi +

derajatx, < N,
dimana N, = 0 dan g, OC[x,,,x,]
bukan nol. Misalkan didapat solusi parsial
(c,,--.c.)OVv(1,) Jika
(c,,---,c,)OV(g,,--,g.) maka terdapat
c, ucC sedemikian sehingga
(c,.c,,+-,c,)OV(1).

suku dengan

Bukti.

Misalkan ¢ = (c,,---,c, ). Akan dicari akar
persekutuanc; dari f,(x,,c),--,f (x,c).
Untuk kasuss = 2 telah dibahas pada
teorema 9, yang juga berlaku untuk kasus
= 1, karenaV(f,)=V(f,f,). Sekarang
tinggal membuktikan teorema jike=> .3
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Karena cOV(g,,--,g.), maka dapat
diasumsikan bahway,(c) #0 . Misalkan

h, OC[x,,---,x,] sebagai generalisasi
resultan darif,,---, f,. Jadi,

Reifl’UZfz +”'+usfs’xl) = Zhaua

2.9
Akan ditunjukkan bahwda, terletak(paga
ideal eliminasi tingkat 1 dari;. Karena
resultan dihitung pada ring
C[uz,---,us,xl,---,xn] , maka sesuai
dengan proposisi 6 bahwa

AL+ By ++ugf) =RefdhUofp +- +Usfs ).

(2.10)
untuk suatu polinomial
A,BDC[uZ,--~,uS,x1,-~-,xn] Tulis

A=> Au? dan B=) B,u’, dimana
a B

A;,B, OC[x,+,x,]. Akan dibuktikan
h, O(f,,---, f,) =1 dengan membanding-
kan koefisien daru* dalam (2.10). Karena
h, DC[xz,n-,xn] makah, O1,.

Untuk membandingkan koefisien,

dibutuhkan penggunaan notasi monomial.

Untuk itu, jika
e2:(lol...,O)'...,es:(O'...,O’l) maka
uf, +-+ufo=>usf,. Sehingga

i22

persamaan (2.10) dapat ditulis

s {50 o s 21
a a £

i=2

> Bpf u9.
i>2,8 -
,8+q:0'

=2 Apf1+
a

Jika koefisien dariu® disamakan, maka
diperoleh
h, =A f,+ D B,f .

i=2,8

Bre=a
Yang membuktikan bahwh, 01 . Telah
dilihat sebelumnya, ini menunjukkan
bahwah, 01, untuk semua.
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Karena cOV(l,), maka h,(c)= 0
untuk semuax. Kemudian (9) menunjuk-
kan bahwa resultan
h=Redf,,u,f, +---+u_f,,x) akan ber-
nilai nol ketika nilai c ditentukan. Jika
Hc,u,,--,u,) merupakan polinomial yang

diperoleh dalamC[xl,u2,~--,uS], dengan

mensubtitusikan c¢=(c,,---,c,)  untuk
(X,,--,x,), maka didapat
Hc,u,,---,u ) =0. (2.11)

Dibuat asumsi untuf sebagai berikut:
g,(c)# 0 dan f, mempunyai derajat
dalam x; yang lebih besar daripada
fy,--, f

s

(2.12)
Ini berarti,
fow, - su) =Resf x, ¢ wE{%.9+ - +u t(x.9.x)
(2.13)

Untuk membuktikannya hampir sama
dengan argumen pada persamaan (2.6).

Yaitu, jika dihitung determinan yang
mendefinisikan nilai
h=Redf,,u,f, +---+u.f_,x ) padac, ini

mengikuti bahwaHc,u,,---,u,) merupa-

kan suatu determinan tertentu. Selanjutnya,
determinan ini adalah resultan (2.13) yang
membuktikan koefisien awal dafi dan
u,f, +---+u,f, tidak sama dengan nol
padac. Ini benar untul; karenag, (c) # 0.
Pandang u,f, +---+u.f, , asumsi
(2.12) menyatakan bahwa koefisien
awalnya adalahu,g, , dan (2.12) juga
menyatakan bahwa koefisien awal tidak
sama dengan nol kareng,(c)# 0. Ini

melengkapi bukti (2.13). Jika (2.11)
dikombinasikan dengan (2.13), maka
diperoleh

Reéfl(xlic)’uzfz(xl’c) +e '+usfs(xl1c)’xl) =0.
Polinomial f,(x,,c) dan
u,f,(x,c)+---+u.f (x,c) terletak pada
C[xl,u2,~--,us], sehingga dengan proposisi
2.6 Redf,g,x)=0 menyatakan bahwa

keduanya mempunyai faktor persekutéan
dengan derajat positif dalam. KarenaF
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membagi f,(x,c) , maka F adalah
polinomial dalam C[xl] . Karena F
membagi u, f,(x,,c) maka

) Axuly, 1) =0, f,(x, 0+ +u,f X, 0)

(2.14)
untuk suatu
Al C[xl,uz,--~,us]. Perbandingan koefisi-
en u,,---,u, berarti F membagi

fo(xq.,C)---, fs(x,c) .Karena F juga
membagi f,(x,,c) makaF adalah faktor
persekutuan dengan derajat positif untuk
semuaf, (x,,c). Misalkanc; adalah akar
dari F (diketahuic; ada karena semestanya
bilangan kompleks). Makac; otomatis
merupakan akar persekutuan dari semua
f.(x,c), yang membuktikan kebenaran
Teorema Perluasan jika (2.12) benar.
Terakhir, jika (2.12) tidak benar
untuk f,,---, f., maka dapat ditemukan
basis baru yang membuat (2.12) terpenuhi/

bernilai benar. Ide dasarnya adalah
menempatkan  kembali f,  dengan

f, +x' f,, dimanaN adalah bulat positif.
Ternyata | =<f1, f,+x'f, f,,, fs>

Jika N cukup besar, koefisien awal dari
f, +x f, adalahg;, yang diketahui tidak

nol padac. BuatN lebih besar bila perlu,
sehingga dapat diasumsikan bahwa

f, +x' f, mem-punyai derajat lebih besar
dalam x; daripada f,,---, f, . Kemudian
argumen sebelumnya memberikanyang
merupakan akar persekutuan  dari
fl(Xl,C), fZ(Xl,C)+ X;\l fl(Xl1C)' f3(X11C)!' o fs(XrC) .
Ternyatac; merupakan akar persekutuan
untuk semuaf (x,c) . Ini melengkapi
bukti teorema perluasan. [

3. PENUTUP

1. Polinomialf dan g mempunyai faktor
persekutuan dalankK[x] jika dan hanya
jikaReqf,g,Xx) = 0.Selanjutnyd dang
mempunyai faktor persekutuan dalam
K[x,---,x,] dengan derajat positif

dalam x, jika dan hanya jika

Reqf,q,x%)=0. Jika
Regqf,0,%)# 0 makafdang tidak
mempunyai faktor persekutuan
dalamK[x;, -+, X, ]

2. Untuk f,,---,f, dengan s=3 dalam
C[x,,--,%.], maka pencarian resultan

dengan menggunakan variabel baru
u,,---,ug dan bentukf,,---, f, menjadi
polinomial tunggal

f =u,f, +---+u_f..Selanjutnya, dapat
digunakan resultan untuk menentukan
ada tidaknya akar persekutuan dari
polinomial-polinomial tersebut.

. Jika resultan = 0 pada solusi parsial,
maka solusi sistem persamaan polino-
mial dapat diperoleh dengan memper-
luas solusi parsial menjadi solusi leng-
kap. Tetapi resultan tidak dapat men-
jamin keberadaan solusi sistem  per-
samaan polinomial jika resultan tidak
bernilai nol pada solusi parsial.

4. Untuk selanjutnya bisa dilakukan
penelitian untuk mencari faktor per-
sekutuan dari dua polinomial atau lebih
dengan nndeterminate setelah di-
ketahui bahwa polinomial polinomial
dengan nndeterminate tersebut
mempunyai faktor persekutuan.

w
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