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Abstract. Stability the discrete chaotic systems is interesting to be discussed, given that chaos is
closely related to random and irregular state. Stability of discrete chaotic system can be obtained using
impulsive control law and applying Lyapunov stability theory. So it can show sufficient conditions for
the design of impulsive controllers and globally exponentially set-stable can be reached. Based on the
results of the impulsive control, it is seen that the behavior of chaos in a discrete chaos system which
originally the trajectory are irregular, can be control and become stable, and there is a globally
exponentially attracting set earned in the system. The numerical simulation on the discrete chaotic
system is presented to illustrate the effectiveness of the obtained results from control impulsive.
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1. PENDAHULUAN

Perkembangan teknologi dan informasi
saat ini telah berkembang sangat pesat,
begitu juga ilmu pengetahuan, salah satunya
yaitu di bidang matematika yang sangat erat
dengan lingkungan manusia, seperti sistem
kontrol yang tidak dapat dilepaskan dari
kehidupan masyarakat modern, peranannya
dapat terlihat mulai dari peluncuran roket,
penerbangan pesawat ulang-alik, sampai
pemakaian alat-alat elektronik rumah
tangga. Teori sistem kontrol yang dikenal
saat ini mengalami kemajuan pesat pada era
pertengahan abad ke-19, ketika J.C.
Maxwell, E.J Routh, dan Lyapunov
merumuskan teori kontrol stabilitas sistem
untuk pertama kalinya [1].

Sistem  kontrol  dibentuk  untuk
mengendalikan sebuah sistem. Di mana
sistem adalah suatu model matematika dari
suatu proses fisis yang berkaitan dengan
input signal dengan output signal [2],
contohnya ialah sistem dari gerakan acak
yang terjadi pada alam sekitar. Alam
semesta yang bersifat dinamis kelihatannya
bekerja melalui sistemyang linier, tetapi
banyak juga yang tidak bekerja secara linier
dan  tidak  dapat  dipahamimelalui
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sistemlinier. Sistem seperti inilah yang
dinamakan dengan teori chaos, yaitu suatu
teori yang berkaitan dengan proses alam
yang nampaknya kacau, acak dan tidak
linier (sistem yang tidak dapat diprediksi
berdasarkan kondisi awal). Walaupun
berlangsung acak, sistem chaos dapat
ditentukan secara matematis. Chaos dapat
ditemukan pada berbagai sistem umum,
mulai dari sistem yang sederhana seperti
gerak pendulum sampai sistem yang
kompleks seperti: irama detak jantung,
aktivitas listrik pada otak, dan lain
sebagainya. Bahkan sistem ekonomi
seperti: pergerakan harga di bursa saham,
kurs mata uang sampai harga minyak
mentah merupakan sistem chaos [3].
Baru-baru ini, kontrol impulsif atau
pengendali impulsif telah menarik perhatian
antar banyak peneliti. Kontrol tersebut
muncul secara alami dalam berbagai
macam aplikasi, seperti transfer orbit
satelit, =~ manajemen  ekosistem  dan
manajemen  portofolio yang dinamis.
Sebagai contoh dalam bidang manajemen
portofolio yang dinamis, tercatat bahwa
perilaku kejadian dinamis total nilai saham
dari investor tertentu dapat digambarkan
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dalam bentuk sistem pengendali impulsif.
Lebih khusus, ketika melihat sejumlah
saham yang dibeli atau dijual, nilai total
saham berubah seketika ke nilai baru.
Situasi ini persis seperti pengendali
impulsif yang diterapkan pada sistem
dinamik. Artikel ini bertujuan untuk
mendapatkan pengendali impulsif beserta
sifat-sifatnya untuk menstabilkan sistem
diskrit chaos. Masalah pengendali impulsif
dapat dikendalikan menggunakan metode
fungsi  Lyapunov untuk membangun
seperangkat kriteria stabilitas impulsif
untuk sistem pengendali impulsif tersebut,
kemudian diterapkan pada sistem chaos dan
diperoleh keadaan stabil [4], sehingga

Lyapunov, kondisicukup untuk bentuk
stabilitas eksponensial dapat diperoleh [5]

2. HASIL DAN PEMBAHASAN
2.1 Desain  Sistem Diskrit Chaos
berdasarkan Hukum Pengendali
Impulsif

Sistem adalah suatu model matematika
dari suatu proses fisis yang berkaitan
denganinput signal dengan output signal
(respon).Misalkan x dan y adalah signal
input dan output dari suatu sistem. Maka
sistem dapat dipandang sebagai suatu
transformasi (pemetaan) dari x pada y.
Transformasi ini disajikan oleh notasi
matematik sebagai berikut [6], v = Tx,

dengan menggunakan teori stabilitas dengan T adalah suatu operator.
Sistem —| Sistem |—»
T T — T — >
xn y m
Single Input Multiple Input
Single Output Multiple Output

Model yang dibahas adalah model
sistem diskrit chaos [7]. Berikut diberikan
Z=1{01,2,...}, N=1{0,1,2,...},
x={x1,%3,%3,..., x5} € R"dand =
(aij) nxn € R™M, diberikan norm]|x||
adalah norm vektordan ||4|| adalah norm
dari matriks A, dengan p(A) adalah
spektral radiusmatrik A4, didefinisikan;

Ixll, = XPIx;|dan

All; = maks 1<j<p X1 ayj].

Bentuk umum dari sistem diskrit chaos
adalah:

x(m+1) = f(x(m)),meZ, (2.1)

Sistem (2.1) disebut sistem diskrit chaos lup
terbuka, dengan variabel keadaan x(m) €
R"™, fungsi kontinuf : R™ - R, dankondisi
awal x(0) = x,, serta diberikan plant P

yang mendefinisikan proses  evolusi
(m, x(m)).
Definisi 2.1 [7] Sebuah  barisan

{my, U(k,x(my,))}, my €Z dikatakan
sebagai hukum pengendali impulsif dari
plant P jika,

i. Ax(my) =x(mg +1) — x(my) =
U(k,x(mk)),k € N.

. my=0<m; <my, < <m<
Mpyq < -, limg 00 My = 0.

Kemudian didesain pengendali impulsif
{mk,U(k,x(mk))} sesuai  Sistem (2.1)
berdasarkan hukum kontrol dengan stabil
eksponensial [4]. Diberikan U(k, x(my,)) =
@ (x(my)), @ : R® > R™ adalah fungsi
kontinu, sehingga dapat dibentuk sistem

diskrit chaos berdasarkan hukum
pengendali impulsif sebagai berikut:
x(m+1) =f(x(m)), m#m,, mel
{Ax(m) =x(m+1)—x(m) = Cbk(x(m)),m =my, k€N
x(0) = x,.

2.2)

Sistem (2.2) disebut sebagai sistem diskrit
chaos lup tertutup dari (2.1) dan
diasumsikan memenuhi beberapa hipotesis
berikut [5]:
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Asumsi 2.2

Terdapat konstanta s>0dan ¢ =

0 sehingga

If cxen))ll < sllxm)ll +9,  VmELZ,
Vx € R™. (2.3)

Asumsi 2.3

Terdapat konstanta I, > 0 sehingga

|x(m) + @ (x(M))|| < Lellx(mM)II, Yk €

N,Vx € R™ (2.4)

Asumsi 2.4

Pengendali impulsif dengan timeinstan
{my}, my € Z, memenuhi
my —My_q > 1, k €N, (25)

Kondisi Lipschitz adalah syarat cukup
yang harus dipenuhi. Namun kondisi
Lipschitz menyiratkan Asumsi 2.1. Bahkan,
f (x) memenuhi kondisi Lipschitz;
IfxX)=FO)II <sllxlI=201f&x) I <s

Ilx I +1I £C0) II.
Kemudian untuk Asumsi 2.3, jika @, (0) =
0, maka kondisi Lipschitz adalah kondisi
yang cukup untuk Asumsi 2.3. Bahkan,
Secara umum tidak ada yang menjamin
Jjumping impulses terjadi terus menerus.

Sehingga Asumsi 2.4  biasanya
diasumsikan [6].
Definisi 2.5 [4] Himpunan S c R"

dikatakan globally exponentially attracting
set dari Sistem (2.2) jika terdapat konstanta
K > 0 dan B € [0,1) sehingga untuk setiap
solusi x(m, 0, xy) dengan nilai awal x,,
dist (x(m),$) < K Il xo | ¥,
dengan k € N, k — oo ketikam — oo, dan
dist (x (m),S) = infd (x(m),y),
y€es
dengan dist (:,7) adalah sebarang jarak di
R™.
Definisi 2.6 [4] Sistem (2.2) dikatakan
globally  exponentially  set-stable  jika
terdapat globally exponentially attracting
set S dari Sistem (2.2).
Definisi 2.7 [4] Sistem (2.2) dikatakan
globally exponentially stable jika S = {0}
adalah globally exponentially attracting set
dari Sistem (2.2).

10

2.2. Tahapan Mendesain Pengendali
Impulsif untuk Menstabilkan Sistem
Diskrit Chaos

Teorema 2.8 [5] Jika Asumsi 2.1-2.3
terpenuhi, maka solusi dari Sistem (2.2)
memenuhi kriteria berikut:

Il x(m) I < s™ 11K Lillxoll +

1z (2.6)
dengan

mj—mj_l—z
+ sm—mf—<’<—1>—1|| li< E s‘)ﬂ. (2.7)
i=j

i=0

Teorema 2.9 [5] Misalkan Asumsi 2.2-2.4
terpenuhi, maka himpunan

sT-1-1
S = {x eR||Ix||l < SRS T 1)19}
adalah  globally  exponentially  stable

attracting set dari sistem (2.2), dan sistem
(2.2) adalah globally exponentially set-
stable dengan syarat memenuhi kriteria
berikut:
i. s> 1danT = supgen{my — my_1} < oo.
i. sT7lU<1,l=

supren{li}-
Bukti :
Berdasarkan (2.7) dan s > 1,571 <1,
diperoleh
y <
(ZIZgsh)y +
E§:1 smom=(k=)-1 H;c:j l; (ZiT;oz Si)ﬁ
< (14 Tk (TR ) Sy <
sT-11

mﬁ. (2.8)
Ketika,m = (m —my) + (my, — my_,) +

b + (m1 - mo) S (k + 1)T (2.9)
dimana telah diketahui m > oo =k —
oo dan

Sm—k—l H{'{:O li < S(k+1)T—k—1lk+1 —
(sT-1pk+1, (2.10)

kemudian dengan subtitusi (2.8) dan (2.10)
ke (2.6), diperoleh
lx(m) Il < (ST Il xg
(s"t-1)
— ) 9.
1-sT"1D(s—-1)

I+ (211)m



Jurnal Matematika Vol. 20, No. 1, April 2017 : 8 - 14

Teorema 2.10 [5] Jika Asumsi 2.1-2.3
terpenuhi, maka himpunan

s ={rer il

< (1+ =) 7=7)
- 1—-s7"1/1-s
Adalah  globally  exponentially  stable

attracting set dari Sistem (2.2), dan sistem
(2.2) adalah globally exponentiallyset-
stable dengan syarat memenuhi kriteria
berikut:
i. s<ldanT = infyey{my —mi_1}>0
i, s77 < 1.
Bukti :
Berdasarkan (2.7) dan s < 1dan s71 < 1,
diperoleh
Yy <
(1+

;c:l Sm—mk—lsmk—m]-—(k—j) 1—[;;]_ li) i

l 1
< - )
N ('1 .+ }—57—11) 1—519
Di sisi lain,
—k—1 Tk
s™ [lizoli <
g(m-my)+ Z{F:l(mi—mi_l)—k—llk+1 —

(sT-1Dk. (2.13)

(2.12)

Kemudian dengan subtitusi (2.12) dan
(2.13) ke (2.14), diperoleh

lx(m) 1< (sT1DF | xo Il + (1 +
l 1
m); . (2.14)m

Teorema 2.11 |[5] Jika Asumsi 2.1-2.3
terpenuhi, maka himpunan

1
S={x € Rn“lx” < E(T— 1)19}

Adalah  globally  exponentially  stable

attracting set dari sistem (2.2), dan sistem

(2.2) adalah globally exponentially set-

stable dengan syarat memenuhi kriteria

berikut:

i. s=1danT = supyeny{my — myp_,} <
o,

i [ <1.

Bukti :

Berdasarkan (2.7) dan s = 1serta l <1,

diperoleh

y<(m-m—19+ Z?=1 Hi‘c=j l; (mj -

mj_y —1)9 < = (T - 1)9, (2.15)
kemudian dengan subtitusi s = 1 dan (2.15)

ke (2.6) dapat diperoleh
1
IHxCm) I < 1 Wl xo | + 37— (T = D9,
(2.16)m
Untuk kasusd = 0, x(m) =0

adalah solusi (2.2) dari Asumsi 2.1-2.2.
Berikutdiberikan attractivity dari solusi nol
dan bukti yang mirip Teorema 2.10 —
Teorema 2.11.

Akibat 2.12 [5] Jika Asumsi 2.1-2.3 dengan

$ = 0 terpenuhi, maka sistem (2.2)
merupakan  globally exponentiallystable
dengan syarat memenuhi kriteria berikut:
L. s>1, T = supgen{my —
My_1} <oodansT 1 < 1.
ii. s < 1,T = infrenimyg —

My—1} > 0dans”7 1 < 1.
iii. s=1danl > 1.

Kriteria (i) — (iii) dari Akibat 2.1 jika
digabungkan, diperoleh;

AKkibat 2.13 [5] Misalkan Asumsi 2.1-2.3
dengand = 0 terpenuhi. Jika 0<T =
infren{mg —mp_1}, T = supgen{my —
My_1} < dan  maxeeqrr{s® H <
1, maka Sistem (2.2) globally exponentially
stable.

Berdasarkan asumsi, Py (x) =
d(x)danmy +2 < mp,; <mp+ 4,  [7]
membuat proposisi berikut:

Proposisi 2.14 [6] Misalkan|| x(m) +
®(x(m)) I < Ll x(m) lldengan0 < [ < e,
dan || f(x(m)) I <slx(m) I,
maka Sistem (2.2) adalah stabil asimtotik
jikalns +31Inl < 0.

Dibandingkan dengan Proposisi 2.14
[6], hasil pengendalian impulsif ini [5]
memiliki jangkauan yang lebih luas dari
aplikasi yang dihasilkan dari keuntungan
yang tidak perlu kondisi 0 < [ < e, yang
dapat ditunjukkan pada contoh berikut.

Contoh 2.15 Diberikan sistem skalar diskrit

11
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impulsif sederhana sebagai berikut:

1 ~
x(m+1) =Ex(m), m =3k, meLZ

Ax(m) = (e2 — 1)x(m), m=3k ’ (217)
x(0) = x,
untuk memeriksa kondisi Akibat 2.13

terpenuhi, terlihat sistem di atas memiliki
T=T=3, 2
diperoleh,
1. 0<T7 =3dan T =3 < codan
2. maxeerry{s® 1} <1, denganx=
3,maka x —1 = 2, sehingga

2
s“‘ll:szezz(l) 1 .

2 _ _
2e T 4e2° T
<1
Berdasarkan Akibat 2.13 Sistem (2.17)
globally exponentially stable.

1 .
s = ;,l =e sehingga

1

4

x(m)

450

100 150 200 350 400

50

500

Gambar 2.1. Lintasan trayektori dari
dari sistem (2.18) lup terbuka.

Oleh  karena||f (x(m))ll1 = llx(m + D4,
dengan ||x|l; = XI'[x;|, diperoleh

I )|l < L8l (m)lly + 3, (2.19)
Berdasarkan (2.19) dan Asumsi 2.1,
diperoleh s = 1,8 dan 9 = 3. Kemudian,
dengan s=18>1, dapat dibentuk
pengendali impulsif linear sederhana
{my,U(k,x) = ®,(x)}, dengan my = 2k

x;(m+1) ={

0,3x;(m) + 2
x(m+1) = { ' e 1(0,3x
) 1

|
\
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—1,5x,(m) + 0,9x,(m) + 1
e 1(=1,5x,(m) + 0,9x,(m) + 1)
,m#m,,meZkeN

Namun, hasil tersebut jauh berbeda jika
menerapkan Proposisi 2.14 untuk sistem
(2.17), dengan diketahui | = e? sedangkan
syarat proposisi 2.14 haruslah 0 <[ <e,
maka mengakibatkan kondisi ini tidak
valid.

2.3. Simulasi Kasus

Simulasi ini menggunakan sistem darihasil
modifikasi sitem pada pustaka [5];

{xl(m +1) = —1,5x,(m) + 0,9x,(m) + 1
x,(m+1) =0,3x;,(m) + 2

kemudian, diberikan nilai kondisi awal
x(0) = (1,7, 0,1)T. Sistem (2.18) ini
memiliki perilaku chaos yang ditunjukkan
pada Gambar 2.1 dan Gambar 2.2.

(2.18)

s s L L L
250 300 350 400 450
m

0 50 100 150 200 500

Gambar 2.2. Perilaku || x (m) [l;sistem (2.18) lup terbuka.

dan diberikan
Uk, x) = &, (x) =

(e7' =1, (2.20)
sehingga  berdasarkan  Sistem  (2.2),
diperoleh x(m+ 1) = e x(m).

Akibatnya dapat dibentuk sistem (2.18) lup
tertutup berdasarkan hukum pengendali
impulsif;

,mimk,mEZ,ke N
,m=my , k€N

m)+2)m=my,ke N

x (0) = (1,7, 0,1)T
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karenamy = 2k dan s>1, maka T =
Supgenime — myp_1} < oo, yaitu T = 2.
maka berdasarkan (2.24) dan Asumsi 2.2
dapat diperoleh [, > 0 sebagai berikut;
lx(m) + @ (x@)llx < e llxm)lly

Jadi, [, =1 =e~1 > 0. Sehingga diketahui
s=18,9=3, T =2dan l=e1,
makaST=1l =1,8¢"1 = 0.6622 < 1

kondisi tersebut memenuhi Teorema 2.9,
sehingga menurut Teorema 2.9 Sistem

(2.18)-(2.20) adalah expomnentially set-
stable, dan terdapat S, di mana S =
n (1,8-1)3 _

{x €R |||x||1 = (1- 0.6622)(1,8-1) 8’8810}

adalah globallyexponentially attractingset
dari Sistem (2.18) (2.20).

o

B

lIx(m)Il1
2 5

-1.5

0&

g,

05F .
g’
sl o x| ] s>

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
m

Gambar. 2.3. Lintasan Trayektori dari
sistem (2.18) (2.20) lup tertutup

Hasil simulasi yang ditunjukkan
pada Gambar 2.3 dan 2.4, terlihat bahwa
perilaku chaos pada Sistem (2.18) telah
dihilangkan  oleh  hukum pengendali
impulsif (2.20), dan lintasan trayektori dari
sistem (2.18)-(2.20) semua berada dalam
himpunan § = {x € R™|||x||; < 8,8810}.

3. PENUTUP

Stabilitas sistem diskrit chaos diperoleh
dengan dibentuk berdasarkan hukum
pengendali impulsif, dan teori stabilitas
Lyapunov yang digunakan untuk keadaan
globally exponentially set-stable. Di mana,
keadaan globally exponentially set-stable

terlihat dari adanya globally
exponentiallyattractingset  pada  sistem
diskrit chaos, yang Dberarti lintasan

trayektori dari sistem semua tertarik dengan
globally exponentiallyattractingset. Hasil
simulasi menggunakan MATLAB R2008a,
menunjukkan perbandingan sistem diskrit
chaos sebelum dan sesudah diberikan
pengendali impulsif, yang terlihat perilaku
chaos (trayektori yang tidak beraturan) pada
sistem diskrit chaos telah dihilangkan oleh

L
50

L L " L L L L L
100 150 200 250 300 350 400 450 500
m

Gambar. 2.4. Perilaku || x (m) |l; dari sistem (2.18) (2.20) lup
tertutup

hukum pengendali impulsif dan diperoleh
keadaan stabil.

4. DAFTAR PUSTAKA

[1] Zuhal dan Zhanggischan, (2004),
Prinsip Dasar Elektronik, Jakarta: PT
Gramedia Pustaka Utama.

[2] Subiono, (2013), Sistem Linear.
Surabaya: Institut Teknologi Sepuluh
Nopember.

[3]Yani Kusmarn, (2008), Teori Chaos
Sebuah Keteraturan dalam Keacakan,
Bandung:  Universitas  Pendidikan
Indonesia.

[4]Liu, Xinzhi dan Lay, Kok Teo, (2002),
Impulsive Control of Chaotic System,
International Journal of Bifurcation
and Chaos, Vol.12, No.5 (2002) 1181-
1190.

[5]Xu, Liguang dan Sam, Shuzhi Ge,
(2016), Set-Stabilization of Discrete
Chaotic ~ Systems via Impulsive
Control, Applied Mathematics Letters,
53 (2016) 52-62.

[6] Xu, Honglei dan Lay, Kok Teo, (2009),
Stabilizability of Discrete Chaotic

13



Robertus Heri SU, Widowati, Dita Anies M dan Yulyan H (Analisa Kinerja Sistem Kontrol...)

Systems via Unified Impulsive Control,
Phys. Lett. A, 374 (2009) 235-240.
[7]Tao, Yang, (2001) Impulsive Systems
and Control: Theory and Application,

New York: Nova Science.

14



