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Abstract. In this paper we propose diophantine equations with the form ݔଶ − ݕݔ − ଶݕ = −1 and 
ଶݔ − ݕݔ − ଶݕ = 1. These equations has integer solutions which can form Fibonacci numbers and 
Lucas numbers. Integer solutions of the Diophantine equations in the form of Fibonacci number and 
Lucas number are determined by using recursive formula, Binet’s Formula, and the most important is 
identity of Fibonacci numbers and Lucas numbers.  
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1. PENDAHULUAN 
Barisan Fibonacci pertama kali 

diperkenalkan oleh Leonardo Fibonacci 
pada tahun 1202 dengan mengemukakan 
masalah mengenai populasi kelinci. 
Barisan Fibonacci selanjutnya 
dikembangkan oleh Edouard Anatole 
Lucas yang memperkenalkan barisan 
Lucas.  

Sebelumnya telah dibahas barisan 
Fibonacci [1, 2] dan sifat-sifat barisan 
Lucas [3] yang lebih dikenal dengan 
kesamaan atau identitas. Melihat 
kurangnya pembahasan mengenai 
penerapan identitas bilangan fibonacci dan 
bilangan Lucas dalam ilmu matematika 
maka penulis mengfokuskan pada 
penerapan identitas bilangan Fibonacci dan 
bilangan Lucas pada solusi persamaan 
Diophantine. 

Persamaan Diophantine [4] 
merupakan persamaan yang hanya 
mempunyai solusi bilangan bulat. Telah 
dibahas sebelumnya solusi dari persamaan 
Diophantine dengan dua variabel dalam 
bentuk bilangan Fibonacci atau bilangan 
Lucas [5] dan juga solusi dari persamaan 
Diophantine Linear dalam bentuk bilangan 
Fibonacci atau bilangan Lucas [6]. 
Selanjutnya, dibahas solusi persamaan 
Diophantine ݔଶ − ݕݔ − ଶݕ = −1 dan 
ଶݔ − ݕݔ − ଶݕ = 1 dengan menggunakan 

identitas bilangan Fibonacci dan bilangan 
Lucas. 
2. HASIL DAN PEMBAHASAN 

Bilangan Fibonacci ܨ didefinisikan 
secara rekursif dengan ܨ = ଵܨ ,0 = ଶܨ =
1 dan ܨ = ିଵܨ + ݊ ,ିଶܨ ≥ 2. Bilangan 
Lucas ܮ didefinisikan [5] secara rekursif 
dengan ܮ = ଵܮ ,2 = 1 dan ܮ = ିଵܮ +
݊  ,ିଶܮ ≥ 2.  

Formula Binet bilangan Fibonacci 

dinyatakan sebagai ܨ =
(ఈିఉ)

(ఈିఉ)
, ݊ ≥ 0 

sedangkan bilangan Lucas [7] dinyatakan 
sebagai ܮ = ߙ) + ݊  ,(ߚ ≥ 0 dengan 

ߙ =
ଵା√ହ

ଶ
 dan ߚ =

ଵି√ହ

ଶ
 merupakan 

penyelesaian dari persamaan ݔଶ − ݔ − 1 =
0.  

Berikut merupakan kesamaan 
(identitas) [8, 9, 10] dari bilangan 
Fibonacci dan bilangan Lucas dengan ܨ 
dan ܨ bilangan Fibonacci serta ܮ dan ܮ 
bilangan Lucas, ݉ ∈ ℤ: 
ܨି  = (−1)ାଵܨ,  ݊ ≥ 1                    (2.1) 
ିܮ = (−1)୬L୬, n ≥ 1                        (2.2) 
F୬

ଶ − F୬F୬ିଵ − F୬ିଵ
ଶ = (−1)୬ାଵ       (2.3) 

F୫ାଵF୬ + F୫F୬ିଵ = F୫ା୬                (2.4) 
F୬ିଵ + F୬ାଵ = L୬                             (2.5) 
L୬

ଶ − 5F୬
ଶ = (−1)୬4.                          (2.6) 

Selanjutnya penulis mengemukakan hasil 
berupa identitas baru yang diberikan pada 
Teorema 2.1 dan Akibat 2.2 untuk 
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menurunkan solusi persamaan ݔଶ − ݕݔ −
ଶݕ = −1 dan ݔଶ − ݕݔ − ଶݕ = 1 dalam 
bentuk Bilangan Fibonacci dan bilangan 
Lucas.  
Teorema 2.1  Bilangan ݕ dan ݉ଵ =
ඥ5ݕଶ − 4, keduanya bilangan bulat atau 

dan ݉ଶ ݕ = ඥ5ݕଶ + 4, keduanya 
bilangan bulat jika dan hanya jika ݕ 
bilangan Fibonacci ܨ dan ݉ଵ atau ݉ଶ 
bilangan Lucas ܮ 
Bukti : 

⇒ Misalkan ݕ dan ݉ଵ = ඥ5ݕଶ − 4, 
keduanya bilangan bulat atau ݕ dan                 

݉ଶ = ඥ5ݕଶ + 4, keduanya bilangan bulat. 
Bilangan  ݕ dan ݉ଵ atau ݕ dan ݉ଶ yang 
terbentuk agar terbentuk bilangan bulat 
adalah: 

3 2 1 1 0 :ݕ
  …  ݕ … 5 

݉ଵ.ଶ: 2 1 3 4 7
 11 … ඥ5ݕଶ − 4 … 
Bilangan ݕ selanjutnya yang terbentuk dari 

pola di atas adalah 
௬ାඥହ௬మିସ

ଶ
 dan ݉ yang 

selanjutnya terbentuk adalah: 

ඨ5 ൬௬ାඥହ௬మିସ

ଶ
൰

ଶ

+ 4 = ට5 ൬௬మାଶ௬ඥହ௬మିସିସ

ସ
൰ + 4

  

                       = ඩ൭
ݕ5 + ඥ5ݕଶ − 4

2
൱

ଶ

 

  

= 
ହ௬ାඥହ௬మିସ

ଶ
.      (2.7) 

Selanjutnya dibuktikan 
௬ାඥହ௬మିସ

ଶ
 dan 

ହ௬ାඥହ௬మିସ

ଶ
 adalah bilangan bulat. Untuk ݕ 

bilangan genap, misalkan ݕ = 2݇, maka  

ඥ5ݕଶ − 4 = ඥ5(2݇)ଶ − 4 = 2√5݇ଶ − 1  

Bilangan 
௬ାඥହ௬మିସ

ଶ
 dan 

ହ௬ାඥହ௬మିସ

ଶ
 

merupakan bilangan bulat karena 
2√5݇ଶ − 1 bilangan genap. Untuk ݕ 
bilangan ganjil, misalkan ݕ = 2݇ − 1, 
maka  

ඥ5ݕଶ − 4 = ඥ5(2݇ − 1)ଶ − 4 =

ඥ2(10݇ଶ − 10݇) + 1                 (2.8) 

Bilangan 
௬ାඥହ௬మିସ

ଶ
 dan 

ହ௬ାඥହ௬మିସ

ଶ
 

merupakan bilangan bulat karena 

ඥ2(10݇ଶ − 10݇) + 1 bilangan ganjil.  
Menggunakan cara yang sama, ݕ dan ݉ 
yang terbentuk selanjutnya yaitu: 

  ݕ … 2 1 1 0 :ݕ
௬

݉ଵ.ଶ: 2 1 3 4 …

 ඥ5ݕଶ − 4 
ହ௬ାඥହ௬మିସ

ଶ
 

ହ௬ାଷඥହ௬మିସ

ଶ
 

Selanjutnya dibuktikan ݕ bilangan 
Fibonacci ܨ dan ݉ bilangan Lucas ܮ.  

Misalkan ܷ =
ଷ௬ାඥହ௬మିସ

ଶ
 dan ܸ =

ହ௬ାଷඥହ௬మିସ

ଶ
, maka: 

ܷ =
ଷ௬ାඥହ௬మିସ

ଶ
=

௬ାඥହ௬మିସ

ଶ
+ ݕ =

ܷିଵ + ܷିଶ                (2.9) 
dengan ܷ = 0, ଵܷ = ܷଶ = 1, dan  

ܸ =
ହ௬ାଷඥହ௬మିସ

ଶ
=

ହ௬ାඥହ௬మିସ

ଶ
+

ඥ5ݕଶ − 4 = ܸିଵ + ܸିଶ      (2.10) 
dengan ܸ = 2, ଵܸ = 1  
Jadi, didapatkan rumus rekursif untuk ܷ 
dan ܸ: 

ܷ = 0    
 ܸ = 2 

ଵܷ = ܷଶ = 1   
 ଵܸ = 1 

ܷ = ܷିଵ + ܷିଶ  
 ܸ = ܸିଵ + ܸିଶ       (2.11) 
Mengingat definisi rekursif bilangan 
Fibonacci dan bilangan Lucas maka ܷ 
merupakan bilangan Fibonacci ܨ dan ܸ 
merupakan bilangan Lucas ܮ. Jadi, ݕ 
bilangan Fibonacci ܨ dan ݉ଵ atau ݉ଶ 
bilangan Lucas ܮ. 
⇐ Misalkan ݕ bilangan Fibonacci ܨ dan 
݉ଵ atau ݉ଶ bilangan Lucas ܮ maka 

berikut dibuktikan ݕ dan ݉ଵ = ඥ5ݕଶ − 4 

atau ݉ଶ = ඥ5ݕଶ + 4 bilangan bulat. 
Jika ݕ bilangan Fibonacci ܨ maka 

ݕ = 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, … 
merupakan bilangan bulat, dan  

݉ଵ = ඥ5ݕଶ − 4 = ඥ5ܨ
ଶ − 4 atau 

݉ଶ = ඥ5ݕଶ + 4 = ඥ5ܨ
ଶ + 4 
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Dapat ditunjukkan bahwa  ݉ଵ.ଶ =
ඥ5ܨ

ଶ + (−1)4 = ඥܮ
ଶ =  ܮ

dengan bilangan Lucas 
ܮ = 2, 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47, … 
merupakan bilangan bulat. Sehingga 
terbukti bahwa bilangan ݕ dan ݉ଵ =
ඥ5ݕଶ − 4, keduanya bilangan bulat atau ݕ 

dan              ݉ଶ = ඥ5ݕଶ + 4, keduanya 
bilangan bulat jika dan hanya jika ݕ 
bilangan Fibonacci ܨ dan ݉ଵ atau ݉ଶ 
bilangan Lucas ܮ. ∎ 
 
Selanjutnya diberikan hasil seperti pada 
Akibat 2.2 berikut. 
Akibat 2.2 Jika ݕ dam ݉ bilangan 
bulat, maka: 
(1) Solusi bilangan bulat dari ݉ =

ඥ5ݕଶ − 4 adalah (ݕ, ݉) = ,ܨ)  (ܮ
atau (ݕ, ݉) = ,ܨ−)  ݊  ) untukܮ
bilangan ganjil. 

(2) Solusi bilangan bulat dari ݉ =
ඥ5ݕଶ + 4 adalah (ݕ, ݉) = ,ܨ)  (ܮ
atau (ݕ, ݉) = ,ܨ−)  ݊  ) untukܮ
bilangan genap. 

Bukti: 
Menurut Teorema 2.1, ݕ adalah bilangan 
Fibonacci ܨ. Kesamaan (2.4) menjelaskan 
ܮ

ଶ − ܨ5
ଶ = (−1)4 ⇔ ܮ

ଶ = ܨ5
ଶ +

(−1)4 
Jika ݊ bilangan ganjil, ݊ = 2݇ + 1 maka 
ଶାଵܮ

ଶ = ଶାଵܨ5
ଶ + (−1)ଶାଵ4 =

ଶାଵܨ5
ଶ − 4 atau ܮ

ଶ = ܨ5
ଶ − 4 dengan ݊ 

bilangan ganjil. 
Jika ݊ bilangan genap, ݊ = 2݇ maka 
ଶܮ

ଶ = ଶܨ5
ଶ + (−1)ଶ4 = ଶܨ5

ଶ + 4 
dengan ݊ bilangan genap.  

(1) untuk ݉ = ඥ5ݕଶ − 4, diperoleh: 

݉ = ඥ5ݕଶ − 4 = ඥ5ܨ
ଶ − 4 = ඥܮ

ଶ

=  ܮ
atau 

݉ = ඥ5ݕଶ − 4 = ඥ5(−ܨ)ଶ − 4 =
ඥ5ܨ

ଶ − 4 = ඥܮ
ଶ =  ܮ

dengan ݊ bilangan ganjil. 

(2) untuk ݉ = ඥ5ݕଶ + 4, diperoleh: 

݉ = ඥ5ݕଶ + 4 = ඥ5ܨ
ଶ + 4 = ඥܮ

ଶ

=  ܮ

atau 

݉ = ඥ5ݕଶ + 4 = ඥ5(−ܨ)ଶ + 4 =
ඥ5ܨ

ଶ + 4 = ඥܮ
ଶ =  ܮ

dengan ݊ bilangan genap. ∎ 
 

Contoh 2.3 Buktikan bahwa   ݉ = √841 
adalah bilangan bulat.  

݉ = √841 = √845 − 4 =
√5.169 − 4 = √5.13ଶ − 4 =
ඥ5. ܨ

ଶ − 4 
Menggunakan kesamaan (2.6) diperoleh: 

 ݉ = ඥܮ
ଶ = ܮ = 29 

Terbukti ݉ = 29 adalah bilangan bulat 
 
Teorema 2.4 [5] Jika ܨ bilangan 
Fibonacci maka solusi bilangan bulat dari 
persamaan ݔଶ − ݕݔ − ଶݕ = −1 adalah 
,ݔ) (ݕ = ,ܨ) ,ݔ) ିଵ) atauܨ (ݕ =
,ܨ−)  .ିଵ) untuk  ݊ bilangan genapܨ−
Bukti: 
Misalkan ݕ =  adalah solusi bilangan ݑ
bulat dari persamaan ݔଶ − ݕݔ − ଶݕ = −1, 
maka: 

ଶݔ − ݕݔ − ଶݕ = −1 
⇔ ଶݔ − ݑݔ − ଶݑ = −1 
⇔ ଶݔ − ݑݔ − ଶݑ + 1 = 0 

Persamaan (2.12) merupakan persamaan 
kuadrat dengan solusi dari ݔ adalah: 

ଵ,ଶݔ =
௨±ඥ௨మିସ(ି௨మାଵ)

ଶ
=

௨±√௨మାସ௨మିସ

ଶ
ଵ,ଶݔ =

௨±√ହ௨మିସ

ଶ
 

Misalkan ݔ bilangan bulat maka √5ݑଶ − 4 
adalah bilangan bulat. Bilangan bulat yang 
memenuhi √5ݑଶ − 4 dari Akibat 2.2 
adalah ݑ = ݑ ିଵ atauܨ =  ିଵ denganܨ−
݊ bilangan genap. Ambil ݑ =  ିଵ makaܨ
persamaan (2.13) menjadi: 

ଵ,ଶݔ =
௨±√ହ௨మିସ

ଶ
=

ிషభ±ටହிషభ
మ ିସ

ଶ
 

Selanjutnya dapat  diperoleh: 

ଵ,ଶݔ =
ிషభ±షభ

ଶ
 

Ambil ݔ =
ிషభାషభ

ଶ
, dari kesamaan (2.5) 

didapatkan: 

ݔ =
ிషభାிషమାி

ଶ
=

ிାி

ଶ
=

ଶி

ଶ
=  ܨ
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Diperoleh solusi bilangan bulat (ݔ, (ݕ =
,ܨ)  ,ିଵ) dengan ݊ bilangan genapܨ
sehingga didapatkan: 

ଶݔ − ݕݔ − ଶݕ = ܨ
ଶ − ିଵܨܨ −

ିଵܨ
ଶ   

Menggunakan kesamaan (2.3) dan 
mengingat ݊ bilangan genap maka: 

ଶݔ − ݕݔ − ଶݕ = ܨ
ଶ − ିଵܨܨ −

ିଵܨ
ଶ = (−1)ାଵ = (−1)ଶାଵ = −1  

Solusi lain dari persamaan ݔଶ − ݕݔ −
ଶݕ = −1 adalah (ݔ, (ݕ = ,ܨ−)  ,(ିଵܨ−
dengan ݊ bilangan genap. Untuk (ݔ, (ݕ =
,ܨ−)  :ିଵ) diperolehܨ−

ଶݔ − ݕݔ − ଶݕ

= ܨ
ଶ − ିଵܨܨ

− ିଵܨ
ଶ = (−1)ାଵ

= (−1)ଶାଵ = −1 
Jadi, solusi bilangan bulat dari persamaan 
ଶݔ − ݕݔ − ଶݕ = −1 adalah (ݔ, (ݕ =
,ܨ) ,ݔ) ିଵ) atauܨ (ݕ = ,ܨ−)  ,(ିଵܨ−
dengan ݊ bilangan genap. ∎ 
 
Contoh 2.5 Diberikan persamaan ݔଶ −
ݕݔ − ଶݕ = −1. Solusi bilangan bulat dari 
persamaan tersebut menurut Teorema 2.2 
adalah (ݔ, (ݕ = ,ܨ) ,ݔ) ିଵ) atauܨ (ݕ =
,ܨ−)  .ିଵ) dengan ݊ bilangan genapܨ−
Misalkan ݊ = 2 maka solusinya menjadi 
,ݔ) (ݕ = ,ଶܨ) (ଶିଵܨ = ,ଶܨ) (ଵܨ = (1,1) 
atau (ݔ, (ݕ = ,ଶܨ−) (ଶିଵܨ− = (−1, −1). 
Secara langsung dapat dihitung untuk 
,ݔ) (ݕ = ൫1,1൯ didapatkan: 

ଶݔ − ݕݔ − ଶݕ = 1ଶ − 1.1 − 1ଶ

= 1 − 1 − 1 = −1 
Untuk (ݔ, (ݕ = ൫−1, − 1൯ didapatkan: 

ଶݔ − ݕݔ − ଶݕ

= (−1)ଶ − (−1)(−1)
− (−1)ଶ = 1 − 1 − 1
= −1 

Jadi, (ݔ, (ݕ = ൫1,1൯ atau (ݔ, (ݕ =
൫−1, − 1൯ merupakan solusi dari 
persamaan ݔଶ − ݕݔ − ଶݕ = −1 
Teorema 2.6 [5] Jika ܨ bilangan 
Fibonacci, solusi bilangan bulat dari 
persamaan ݔଶ − ݕݔ − ଶݕ = 1 adalah 
,ݔ) (ݕ = ,ܨ) ,ݔ) ିଵ) atauܨ (ݕ =
,ܨ−)  .ିଵ) dengan ݊ bilangan ganjilܨ−
Bukti: 

Misalkan ݕ =  adalah solusi bilangan ݑ
bulat dari persamaan ݔଶ − ݕݔ − ଶݕ = 1, 
maka: 

ଶݔ − ݕݔ − ଶݕ = 1 
⇔ ଶݔ − ݑݔ − ଶݑ = 1 
⇔ ଶݔ − ݑݔ − ଶݑ − 1 = 0 

Persamaan (2.14) merupakan persamaan 
kuadrat dengan solusi dari ݔ adalah: 

ଵ,ଶݔ =
௨±ඥ௨మିସ(ି௨మିଵ)

ଶ
=

௨±√௨మାସ௨మାସ

ଶ
ଵ,ଶݔ =

௨±√ହ௨మାସ

ଶ
 

Misalkan ݔ bilangan bulat maka √5ݑଶ + 4 
adalah bilangan bulat. Bilangan bulat yeng 
memenuhi √5ݑଶ + 4 dari Akibat 3.3.15 
adalah ݑ =  .ିଵ dengan ݊ bilangan ganjilܨ
Ambil ݑ =  ିଵ, persamaan (2.15)ܨ
menjadi: 

ଵ,ଶݔ =
௨±√ହ௨మାସ

ଶ
=

ிషభ±ටହிషభ
మ ାସ

ଶ
 

Menggunakan kesamaan (2.6), diperoleh: 

ଵ,ଶݔ =
ிషభ±షభ

ଶ
 

Ambil ݔ =
ிషభାషభ

ଶ
, dari kesamaan (2.5) 

didapatkan: 

ݔ =
ிషభାிషమାி

ଶ
=

ிାி

ଶ
=

ଶி

ଶ
=  ܨ

Diperoleh solusi bilangan bulat (ݔ, (ݕ =
,ܨ)  ,ିଵ) dengan ݊ bilangan ganjilܨ
sehingga didapatkan: 

ଶݔ − ݕݔ − ଶݕ = ܨ
ଶ − ିଵܨܨ −

ିଵܨ
ଶ  

Menggunakan kesamaan (2.3) diperoleh: 
ଶݔ − ݕݔ − ଶݕ = ܨ

ଶ − ିଵܨܨ −
ିଵܨ

ଶ = (−1)ାଵ = (−1)ଶିଵାଵ = 1 
Solusi lain dari persamaan ݔଶ − ݕݔ −
ଶݕ = −1 adalah (ݔ, (ݕ = ,ܨ−)  ,(ିଵܨ−
dengan ݊ bilangan ganjil. Untuk (ݔ, (ݕ =
,ܨ−)  :ିଵ) diperolehܨ−

ଶݔ − ݕݔ − ଶݕ = ܨ
ଶ − ିଵܨܨ −

ିଵܨ
ଶ = (−1)ାଵ = (−1)ଶିଵାଵ = 1  

Jadi, solusi bilangan bulat dari persamaan 
ଶݔ − ݕݔ − ଶݕ = 1 adalah              (ݔ, (ݕ =
,ܨ) ,ݔ) ିଵ) atauܨ (ݕ = ,ܨ−)  (ିଵܨ−
dengan ݊ bilangan ganjil  ∎  
 
Contoh 2.7 Diberikan persamaan 
ଶݔ − ݕݔ − ଶݕ = 1. Solusi bilangan bulat 
dari persamaan tersebut menurut Teorema 
2.4 adalah (ݔ, (ݕ = ,ܨ)  ିଵ) atauܨ
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,ݔ) (ݕ = ,ܨ−)  ିଵ) dengan ݊ bilanganܨ−
ganjil. Misalkan ݊ = −3 maka solusinya 
menjadi (ݔ, (ݕ = ܨି) ଷ, ܨି ଷିଵ) =
ܨି) ଷ, ܨି ସ) = (2, −3) atau             (ݔ, (ݕ =
ܨି−) ଷ, ܨି− ଷିଵ) = (−2,3). 
Secara langsung dapat dihitung untuk 
,ݔ) (ݕ = ൫2, − 3൯ didapatkan: 

ଶݔ − ݕݔ − ଶݕ

= 2ଶ − 2(−3)
− (−3)ଶ = 4 + 6 − 9
= 1 

Untuk (ݔ, (ݕ = ൫−2,3൯ didapatkan: 
ଶݔ − ݕݔ − ଶݕ

= (−2)ଶ − (−2)3
− 3ଶ = 4 + 6 − 9
= 1 

Jadi, (ݔ, (ݕ = ൫2, − 3൯ atau (ݔ, (ݕ =
൫−2,3൯ merupakan solusi dari persamaan 
ଶݔ − ݕݔ − ଶݕ = 1 
 
3. PENUTUP 

Menggunakan identitas bilangan 
Fibonacci dan bilangan Lucas telah 
diperoleh solusi bilangan bulat dari 
persamaan Diophantine ݔଶ − ݕݔ − ଶݕ =
−1 dan ݔଶ − ݕݔ − ଶݕ = 1. Solusi bilangan 
bulat dari persamaan ݔଶ − ݕݔ − ଶݕ = −1 
adalah (ݔ, (ݕ = ,ܨ) ,ݔ) ିଵ) atauܨ (ݕ =
,ܨ−)  ିଵ) dengan ݊ bilangan genapܨ−
sedangkan solusi bilangan bulat dari 
persamaan ݔଶ − ݕݔ − ଶݕ = 1 adalah 
,ݔ) (ݕ = ,ܨ) ,ݔ) ିଵ) atauܨ (ݕ =
,ܨ−)  .ିଵ) untuk  ݊ bilangan ganjilܨ−
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