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Abstract. Liver is an important organ for humans. One of the liver disease that received both national 
and international attention is caused by Hepatitis B. Hepatitis B has the first rank in term of number 
and spread which it is transmitted through blood or body fluids. In this paper, we discussthe 
mathematical model in facing Hepatitis B spread.Firstly, we formulate the dynamics of Hepatitis B 
spread by dividing the population into five classes namely susceptible, exposed, infected, carrier and 
recovered subpopulation. By using the basic reproduction number value,we analyze the spread of 
Hepatitis B. From the result, the increasing of the recover rate for infected and carrier subpopulation 
and the decreasing of infected individu are the best strategy in order to make the rate of Hepatitis B 
spread is decreasing. 
Keywords: Hepatitis B, Basic Reproduction Number, Mathematical Model. 

 
 
1. PENDAHULUAN 
 Hepatitis B merupakan peradangan 
pada hati yang disebabkan oleh infeksi 
virus hepatitis tipe B (HBV) [1]. Indonesia 
merupakan Negara dengan endemisitas 
tinggi Hepatitis B dan terbesar kedua di 
Negara South East Asian Region(SEAR) 
setelah Myanmar. Berdasarkan hasil Riset 
Kesehatan Dasar (Riskesdas) diperkirakan 
28 juta penduduk Indonesia terinfeksi 
Hepatitis B dan C, dimana 14 juta 
diantaranya berpotensi menderita kanker 
hati [2]. 
 Hepatitis B menempati tempat 
pertama dari segi jumlah dan 
penyebarannya. Hepatitis B menular 
melalui darah atau cairan tubuh yang 
terkontaminasi virus [1]. Transmisi virus 
Hepatitis B antara lain melalui perinatal 
yaitu transmisi dari ibu ke anaknya 
(vertikal), transmisi dari individu yang 
mempunyai virus Hepatitis B keindividu 
lain (horizontal) dan melalui suntikan atau 
transfusi (parenteral). Pencegahan 
transmisi ini dilakukan dengan 
menghindari factor resiko maupun dengan 
program imunisasi pada bayi atau 
vaksinasi. Virus Hepatitis B akan 
menyerang siapa saja yang mempunyai 

kekebalan tubuh dan dapat menyebabkan 
kematian. 
 Dalam proses persalinan,ibu yang 
carrier Hepatitis B akan menularkan virus 
kepada bayinya,sehingga 90% bayi lahir 
diperkirakan akan tertular dan 25% dari 
90% akan meninggal akibat sakit liver 
kronis dan kanker liver [1]. Oleh karena itu 
setiap bayi yang lahir akan mendapatkan 
imunisasi Hepatitis B.  
 Model matematika banyak digunakan 
untuk menganalisis dinamika penyebaran 
virus terutama mengestimasi parameter 
kunci dalam epidemiologi seperti periode 
inkubasi, durasi terjangkitnya penyakit, 
bilangan reproduktif dasar [3]. Beberapa 
model dinamik seperti dalam [4], [5], [6], 
[7], dan [8] digunakan untuk mengkaji 
penyebaran virus, merumuskan strategi 
pencegahan dan pengendaliannya. 
 Zhang et al [9] mengkontruksi model 
matematika dinamika penyebaran penyakit 
Hepatitis B dengan membagi populasi 
menjadi 5 kelas yaitu susceptible, exposed, 
infected, carrier danrecovered, yang 
menjadi dasar pengembangan model dalam 
artikel ini. Pengembangan model diawali 
dengan memodifikasi model dengan 
penambahan parameter baru yaitu laju 
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kehilangan kekebalan pada individu pulih 
sehingga menjadi rentan(ߜ) pada kelas 
recovered dan laju kematian akibat 
terinfeksi virus Hepatitis B (ߟ) pada kelas 
infected. Berdasarkan model dinamik ini, 
kemudian dianalisis tingkat penyebaran 
virus hepatitis berdasarkan bilangan 
reproduksi dasar.  
 
2. PEMBAHASAN 

Hepatitis B merupakan penyakit 
menular mendapat perhatian serius baik di 
tingkat dunia maupun nasional, sehingga 
program pengendalian dengan pencegahan 
(imunisasi) masuk kedalam program 
imunisasi nasional. Penularannya dapat 
melalui darah atau cairan tubuh yang 
terkontaminasi virus. Salah satu upaya 
pencegahannya dengan menghindari factor 
resiko maupun dengan program imunisasi 
pada bayi atau vaksinasi, namun resiko 
kegagalan imunisasi bias terjadi.  
 Keterjadian kegagalan imunisasi 
inilah yang dapat menyebabkan individu 
pulih (recovered) menjadi rentan (suspect) 
kembali karena kehilangan kekebalannya. 
Oleh karena itu, modifikasi model 
didasarkan pada model yang dikonstruksi 
oleh Zhang [9] dengan menambahkan laju 
kehilangan kekebalan pada individu 
recovered sehingga menjadi rentan (ߜ) dan 
laju kematian akibat infeksi virus hepatitis 
B (ߟ) pada kelas infected. Diagram 
kompartemen antar kelas seperti yang 
disajikan pada Gambar 2.1. 

Asumsi-asumsi yang digunakan dalam 
mengontruksi model matematika penyakit 
Hepatitis B adalah laju kelahiran sama 
dengan laju kematian alami, populasi 
tertutup, yaitu tidak ada proses migrasi 
pada populasi, dan setiap bayi yang lahir 
mendapatkan imunisasi Hepatitis B. 

Variabel-variabel dan parameter-
parameter dalam pemodelan ini disajikan 
pada Tabel 2.1. 
 
 
 
 
 
 

Tabel 2.1 Deskripsi Variabel dan Parameter 
 

Variabel-variabel Notasi 
Proporsi populasi kelas rentan s 
Proporsi populasi kelas terpapar e 
Proporsi populasi kelas terinfeksi i 
Proporsi populasi kelas bawaan c 
Proporsi populasi kelas pulih r 
Waktu t 

Parameter-parameter  
Laju kelahiran dan kematian alami ߤ 
Laju kematian individu akibat 
terinfeksi virus pada kelas infected 

 ߟ

Proporsi individu yang terlahir dari 
ibu carrier 

v 

Laju individu exposed menjadi 
individu infected 

 ߪ

Laju individu pulih dari infeksi ߛଵ 
Laju penyembuhan individu 
carrier menjadipulih 

 ଶߛ

Laju individu pulih dari infeksi 
menjadi individu carrier 

q 

Laju kehilangan kekebalan pada 
individu recovered sehingga 
menjadi rentan 

 ߜ

Laju penularan virus Hepatitis B 
keindividu rentan 

 ߚ

Proporsi kelahiran yang gagal 
diimunisasi 

  

Laju penularan virus Hepatitis B 
karena adanya kontak antara 
individu carrier dengan individu 
rentan 

 ߙ

 
Berdasarkan diagramkompartemen 

Gambar 2.1, dan deskripsi variabel dan 
parameter pada Tabel.2.1, dapat 
dikonstruksi model dinamik transmisi 
penyakit hepatitis B tanpa kekebalan, yang 
berbentuk sistem persamaan diferensial 
biasa non linier orde satu, berikut: 
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Gambar 2.1 Transfer Dinamik Antar kelas 
 

 

   

   

 

 

   

1

1 2 

1 2

s
 1 c i c s s r

e
 i c s e

i
 e i i

c
i c c

r
  1 i c 1 r 

d
µ v µ

dt
d

µ
dt
d

µ
dt
d

q µ v
dt
d

q µr
dt

   

  

  

  

    

      

    
    

    

       

 

dengans  0, e  0,i  0, c 0, r  0 
 
 Perilaku dinamika transmisi 
penyakit Hepatitis B yang dimodelkan 
oleh sistem persamaan diferensial non 
linier orde satu tersebut mempunyai 
titik kesetimbangan bebas penyakit 
yaitu 
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Pada kedua titik kesetimbangan 

tersebut, parameter δ menjadi parameter 
penting dalam menentukan jumlah 
populasi yang rentan kembali dan yang 
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pulih. Hasil komputasi ini menunjukkan 
betapa pentingnya menjaga kondisi 
kekebalan bagi populasi yang sudah pulih. 
Semakin besar nilai δ maka semakin kecil 
ukuran populasi pulih.  

Satu dari sekian banyak perhatian 
penting pada infeksi penyakit adalah 
kemampuannya untuk menyebar sehingga 
terjadi tertularnya populasi lain menjadi 
terinfeksi. Tingkat terjadi kasus infeksi 
sekunder dinyatakan dengan bilangan 
reproduksi dasar  R0[ 10].  Bilangan 
reproduksi dasar ditentukan dengan 
metode Next Generation Matrixpada titik 
kesetimbangan bebas penyakit,sehingga 
diperoleh bilanganreproduksidasarsebesar 
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Hasil perhitungan 0R  ini menunjukkan 

bahwa terjadinya kasus sekunder 
dipengaruhi oleh parameter-parameter 
epidemiologinya. Oleh karena itu, 
kemudian dianlisis tingkat perubahan 
bilangan reproduksi dasar tersebut 
terhadap tingkat perubahan parameternya. 
Terkait dengan perubahan parameter δ, 
maka  

0 2 1
2

1 2

( )( (1 ))
.

( ) ( )( )( )

v q

v

       
          

    


      
R  

Nilai 0




R

> 0 menunjukan bahwa ketika 

laju kehilangan kekebalan pada individu 
pulih mengalami kenaikan maka bilangan 
reproduksi dasar R0 akan mengalami 
kenaikan yang berarti tingkat penyebaran 
penyakit hepatitis B akan semakin 
bertambah yang kemudian akan menuju 
kondisi endemik dan jika laju kehilangan 
kekebalan pada individu pulih mengalami 
penyusutan maka tingkat penyebaran 
penyakit hepatitis B akan semakin 
berkurang. 

Terkait dengan upaya  memperkecil 
kegagalan imunisasi,  
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> 0 menunjukanbahwa ketika 

proporsi kelahiran yang gagal diimunisasi 
mengalami kenaikan maka bilangan 
reproduksi dasar R0 akan mengalami 
kenaikan yang berarti tingkat penyebaran 
penyakit hepatitis B akan semakin 
bertambah yang kemudian akan menuju 
kondisi endemik dan jika proporsi 
kelahiran yang gagal diimunisasi 
mengalami penyusutan  maka tingkat 
penyebaran penyakit hepatitis B akan 
semakin berkurang.  

Proporsi individu baru yang lahir 
dari ibu carrierdinotasikan dengan v dan 
perubahan bilangan reproduksi dasar 
terhadap proporsi individu yang terlahir 
dari ibu carrieradalah 
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v


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R > 0 menunjukanbahwa 

ketika proporsi individu baru yang lahir 
dari ibu carrier mengalami kenaikan maka 
bilangan reproduksi dasarR0 akan 
mengalami kenaikanyang berarti tingkat 
penyebaran penyakit Hepatitis B akan 
semakin bertambah yang kemudian akan 
menuju kondisi endemik dan sebaliknya 
jika proporsi individu baru yang lahir dari 
ibu carrier mengalami penyusutan maka 
tingkat penyebaran penyakit hepatitis B 
akan semakin berkurang. Memberi vaksin 
hepatitis B (HBIG) akan mengurangi 
jumlah bayi yang terinfeksi dari ibu carrier 
dan merupakan salah satu upaya dalam 
menekan tingkat penyebaran penyakit 
hepatitis B 

Laju penularan virus hepatitis B 
dari individu carrier ke individu 
rentandinotasikandengan
danperubahannyabilangan reproduksi dasar 
terhadap laju penularan virus Hepatitis B 
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dari individu carrier ke individu rentan 
adalah 
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menunjukanbahwaketika 

laju penularan virus Hepatitis B dari 
individu carrier ke individu rentan 
mengalami kenaikan maka bilangan 
reproduksi dasarR0 akan mengalami 
kenaikan yang berarti tingkat penyebaran 
penyakit Hepatitis B akan semakin 
bertambah yang kemudian akan menuju 
kondisi endemik dan jikalaju penularan 
virus Hepatitis B dari individu carrier ke 
individu rentan mengalami penurunan 
maka tingkat penyebaran penyakit 
Hepatitis B akan semakin berkurang. 

Tingkat penyebaran penyakit Hepatitis 
B akan terus bertambah seiring dengan 
bertambahnya kontak antara individu 
terinfeksi atau individu carrier dengan 
individu rentan serta bertambahnya 
individu exposed yang menjadi individu 
infected, bertambahnya bayi yang gagal 
diimunisasi, bertambahnya bayi yang 
terlahir dari ibu carrier, bertambahnya 
individu pulih dari infeksi yang menjadi 
carrier, serta bertambahnya individu 
recovered yang kehilangan kekebalan 
sehingga menjadi individu rentan. 

Berdasarkan hasil analisis pada titik 
kesetimbangan dan bilangan reproduksi 
dasar, strategi memperkecil jumlah 
individu pulihyang kehilangan kekebalan 
merupakan salah satu upaya dalam 
menekan tingkat penyebaran penyakit 
hepatitis B. Salah satu strategi yang dapat 
dilakukan adalah dengan memperkecil 
tingkat kegagalan imunisasi 
 
3. PENUTUP 

Hasil analisis tingkat perubahan 
bilangan reproduksi dasar  dapat 
mendeskripsikan bahwa tingkat 
penyebaran penyakit Hepatitis B  
meningkat seiring dengan meningkatnya 
kontak antara individu infected atau 

individu carrier dengan individu rentan, 
bertambahnya bayi yang gagal diimunisasi, 
bertambahnya bayi yang terlahir dari ibu 
carrier, bertambahnya individu pulih dari 
infeksi yang menjadi carrier serta 
bertambahnya individu recovered yang 
kehilangan kekebalannya. Tingkat 
penyebaran penyakit Hepatitis B akan 
mengecil seiring dengan meningkatnya 
penyembuhan pada individu infected atau 
individu carrier. 

 Besarnya nilai parameter 
epidemiologisnya  sangat berpengaruh 
dalam menentukan besarnya tingkat 
penyebaran penyakit atau nilai R0 ,  
sehingga upaya pencegahan penularan  
penyakit Hepatitis B dapat dilakukan 
dengan memperhatikan parameter-
parameter tersebut antara lain: (1) 
meningkatkan jumlah pasien yang sembuh 
dengan meningkatkan terapi pengobatan 
pada individu terinfeksi, (2) vaksinasi pada 
bayi yang baru lahir dari ibu carrier, (3) 
memperkecil resiko kegagalan imunisasi. 
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