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Abstract. In this paper we study Henstock-Dunford integral on [a,b]. We discuss some properties of

the integrable. We will construct norm and matrix on Dunford-Henstock integrable function space,
HD[a,b]. We obtain that HD[a,b] is linear space. A function |.||: HD[a,b]— Rdefined by

(H)J;x*f

| f]|=sup [ sup J for every f eHD[a,b] is norm on linear space HD[a,b]. A
X'ex” \ Acfa,b]
Il

function d:HD[a,b]xHD[a,b] >R defined by d(f,g)=|f—g| for every f,geHD[a,b] is a
matrix on linear space HD[a,b]. Further more, linear space HD[a,b] is linear matrix

translation invarian space.
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1. PENDAHULUAN

Integral  Henstock  bernilai  real
didefinisikan atas partisi Perron ¢ -fine
pada interval tertutup [a,b] [1]. Integral ini

merupakan pengintlakan dari integral
Riemann dan integral McShane [1,2].

Kajian integral Henstock dalam ruang
dimensi satu R [2] telah digeneralisasi
dalam ruang Euclide R" [3]. Bahkan untuk
fungsi bernilai real digeneralisasi ke dalam
fungsi bernilai Banach [4]. Integral
Henstock untuk fungsi bernilai vektor atau
Banach dikenal dengan integral Henstock-
Bochner [5].

Kajian integral Henstock telah banyak
dikombinasikan dengan integral lain
seperti integral Henstock-Stieltjes [6],
Henstock-Pettis, Henstock-Dunford untuk

fungsi bernilai Banach [7]. Integral
Henstock-Dunford merupakan hasil
kombinasi integral Henstock dengan

integral Dunford.

Integral Dunford didefinisikan oleh
fungsi terukur lemah pada ruang real R
[8]. Diberikan X ruang Banach dan
X :{x*‘x* : X — R linear kontinu} ruang
dualnya (dual

pertama) dengan

X**={x**‘x**:X*—>Rlinearkontinu} dual
kedua serta [a,b]cR. Fungsi terukur
lemah f:[a,b] > X dikatakan terintegral
Dunford pada [ab] jika untuk setiap
X e X" fungsi bernilai real x"f :[a,b] >R
terintegral Lebesgue pada [a,b] dan untuk
setiap himpunan terukur Ac[a,b] terdapat
vektor x(*;A) e X" sehingga

x(”;,A)(x*)z(H)J;x*f =(H)Ix*f;(A.

Selanjutnya integral Dunford kemudian
diperluas ke dalam integral tipe Riemann,
yaitu untuk setiap x e X” fungsi bernilai
real x'f:[a,b] >R terintegral Henstock.

Integral ini dikenal dengan integral
Henstock-Dunford [7, 9].
Topik integral  Henstock-Dunford

menjadi kajian oleh penulis. Beberapa
kajian tentang integral Henstock-Dunford
antara lain perluasan Harnack dan sifat
Cauchy integral Henstock-Dunford dalam
ruang Euclide R" [10], beberapa sifat
Small Riemann Sums fungsi terintegral
Henstock-Dunford pada [a,b] [11, 12, 13],

kekonvergenan barisan fungsi terintegral
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Henstock-Dunford pada [a,b] [14],
karakteristik  fungsi primitive integral
Henstock-Dunford pada [a,b] [15], serta
posisi integral Henstock-Dunford dan
integral Henstock-Bochner pada [a,b] [16].

Kajian  posisi integral Henstock-
Dunford dan integral Henstock-Bochner
telah dihasilkan bahwa untuk setiap fungsi
f yang terintegral Henstock-Bochner
maka fungsi f tersebut terintegral
Henstock-Dunford, akan tetapi sebaliknya
belum tentu berlaku. Jika integral
Henstock-Bochner diperlemah  menjadi
integral Henstock Lemah maka diperoleh
bahwa integral Henstock-Dunford
ekuivalen dengan integral Henstock Lemah
[16]. Selanjutnya ditunjukkan syarat perlu
dan syarat cukup sehingga integral
Henstock-Bochner  ekuivalen  dengan
integral Henstock-Dunford, yaitu koleksi

{X*f‘x*eB(X*)} terintegral  Henstock

serentak pada [a,b] [17].

Berdasarkan hasil-hasil kajian terkait
integral Henstock-Dunford pada [a,b],
akan dikontruksi suatu fungsi yang
merupakan suatu norm pada ruang linear
fungsi  terintegral  Henstock-Dunford.
Lebih lanjut berdasarkan norm yang
diperoleh  didefinisikan  fungsi  jarak
sedemikian sehingga merupakan ruang
matrix. Kemudian berdasarkan ruang
matrix tersebut ditunjukkan bahwa ruang
linear tersebut merupakan ruang linear
translasi invarian.

2. INTEGRAL
DUNFORD
Diberikan definisi integral Henstock-

Dunford dari suatu fungsi bernilai vektor

dan sifat-sifat sederhananya.

Diberikan X ruang Banach dan X~
ruang dualnya (dual pertama) dengan X
dual kedua , serta interval tertutup
[a,b]<R. B(X*)z{x*ex*:Hx*Hsl}
unit ball dalam X~ dan [a,b] adalah
interval tertutup di dalam himpunan semua
bilangan riil R.
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HENSTOCK-

Pada tulisan ini jika A=[c,d]c[a,b]
maka simbol «(A) dimaksudkan sebagai
a(A)=|d—c|, yaitu panjang interval
tertutup A.

Definisi 2.1 [7] Fungsi bernilai vektor
f:[a,b] > X dikatakan  terintegral

Henstock-Dunford pada [a,b], jika untuk
setiap X e X’ fungsi bernilai real
X f :[a,b] » R terintegral Henstock pada
[a,b] dan untuk setiap interval tertutup
Acl[a,b] terdapat vektor XE?A) e X”
sehingga
x(*:vA)(x*)z(H)jx*f .
A

Vektor x , € X" di atas disebut nilai

integral Henstock-Dunford pada A atas
fungsi f dan ditulis

X7 =(HD)[f.
A
Dapat  ditunjukkan ~ bahwa  vektor
x(’?A) e X adalah tunggal.

Koleksi semua fungsi yang terintegral
Henstock-Dunford pada [a,b] dinotasikan

HD[a,b].
Jadi, f € HD[a,b] berarti bahwa fungsi f
terintegral Henstock-Dunford pada [a,b].

Teorema 2.2 [7] Jika f € HD[a,b] maka
terdapat tunggal vektor X(*:,A) eX™.

Bukti:  Diberikan sebarang interval
tertutup Ac([a,b]. Andaikan terdapat

vektor  x € X" dan Xy, e X
sehingga
xl*zf’A)(x*):(H)Ix*f dan

A
XZf,A)<X*):(H)IX*f'
A

Oleh karena itu
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untuk setiap X" e X".
Jadi Xy o) =X - ®

Teorema 2.3. [7] Jika f € HD[a,b], maka
f e HD(A) untuk setiap interval tertutup
Ac]a,b].

Bukti: Jelas menurut definisi. m

Definisi 2.4 [1] Fungsi f:[a,b]—>R
terintegral Henstock pada [a,b], ditulis
f eH[a,b], jika ada bilangan LeR
sehingga untuk setiap bilangan &£>0
terdapat fungsi positif 6 pada [a,b] dan
untuk setiap partisi  Perron o —fine
D={(Dy1%), (D)oo (D1,
berlaku

L—Q)Zf(xi)a(D) <e.

Menurut Definisi 2.1 maka berlaku
teorema berikut.
Teorema 2.5 [7,17] Fungsi f € HD[a,b]
jika dan hanya jika untuk setiap X e X~
X f eH[a,b].
Bukti: Jelas menurut Definisi 2.1. m

Koleksi semua fungsi yang terintegral
Henstock-Dunford pada [a,b], vyaitu
HDJ[a,b] merupakan ruang linear, seperti

dalam teorema berikut.
Teorema 2.6 [11,12,13] Jika
f,geHD[a,b] dan ueR sebarang

skalar maka untuk setiap X" € X~ berlaku
() f+geHD[a,b] dan

Hok Sk

Xteg.8) = Xt.8 T Xg )
(i) uf € HD[a,b] dan

Xut A) = ux;:'A).
Bukti: (i) Fungsi f e HD[a,b] berarti

untuk setiap X e X fungsi X'f
terintegral Henstock pada [a,b] dan untuk

setiap interval tertutup Ac[a,b] terdapat

vektor X(:,A) e X sehingga
X(*:’A)(X*):(H)J‘X*f .

Karena g < HD[a,b] n/:aka untuk setiap

X e X" fungsi x'g terintegral Henstock

pada [a,b] dan untuk setiap interval

tertutup  Ac[a,b] terdapat vektor
x(g*]A) e X sehingga
xaA)(x*)z(H)J;x*g.

Karena Ac[a,b] sebarang interval
tertutup, maka berlaku untuk fungsi f dan
fungsi g.

Jadi untuk sebarang X e X~ fungsi
X (f +9) terintegral Henstock pada [a,b]

Oleh karena itu untuk sebarang interval
tertutup Ac|[a,b] di atas terdapat vektor

X1.q.n € X sehingga berlaku
X(*?+9vA)(X*):(H)J‘X*(f +9)
A
:(H)jx*f+:(H)Ix*g
A A

= X1 (X)) + Xm0 (X)-
Jadi f +g e HD[a,b] dan

ok Hok Hok

Xte9.8) = Xt.8 T Xg )"

(ii). Diberikan sebarang skalar ueR dan
diketahui f € HD[a,b].

Karena f e HD[a,b] berarti untuk setiap
X e X" fungsi x'f terintegral Henstock
pada [a,b] dan untuk setiap interval
tertutup  Ac[a,b] terdapat  vektor

XE:,A) e X sehingga

x;]A)(x*):(H)J.x*f.

A
Untuk setiap X € X~ dan ueR maka
x'uf terintegral Henstock pada [a,b] dan
untuk sebarang interval tertutup Ac[a,b]
di atas terdapat vektor X ,eX”

sehingga
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Xt .a) (H) Ix uf
A
X f
)]
= U (X7)
Jadi uf € HD[a,b] dan
x(*:fyA) = UXE:,A)'

Jadi HD[a,b] merupakan ruang linear. m

Teorema 2.7 Jika f =6 hampir di mana-

mana pada [a,b] maka f € HD[a,b] dan

jika A c[a,b] interval tertutup maka
XZ:'A) =0.

Bukti: Karena f =6 hampir di mana-

mana pada [a,b] maka ada himpunan

Ac|[a,b] dengan ukuran himpunan A,

a(A)=0 sehingga jika X" e X" berlaku

. =0, xe[a,b]-A
Xf(x){io xe A '

Dibentuk A= JA dengan
k=1

A ={xeAk-1<|f(x)], <k k=123..}

dan (A )=0.

Diberikan bilangan & >0. Untuk setiap k
terdapat himpunan terbuka O, dengan

a(ok)<k—82k sehingga A <O, .
Didefinisikan fungsi positif & pada [a,b]
sedemikian  sehingga  N(X,8(x)) <O,

untuk xe A, k=12,3,... dan sebarang

fungsi positif untuk x yang lain.
Oleh karena itu, untuk sebarang A c[a,b]

interval tertutup dan jika Q):{(D,x)}
partisi Perron & -fine pada A berlaku

DY X'f (x)a(D)—O‘:

xeA

Y X f(x)a(D)+ D> x'f (x)a(D)‘

xeA XA

88

|zt wa(o)

Xehy

> x'f(x)a(0

xeA

IA

<&
untuk setiap x" € X" dan HXHX <1.

Hal ini berarti fungsi X f terintegral
Henstock pada [a,b] dan untuk interval
tertutup  Ac[a,b] terdapat vektor
e X7 sehingga

x(’;‘A)(x*):(H)J.x*f =0.

A
Jadi f e HD[a,b] dan
=0. [ ]

X1

Xt )

3. NORM PADA RUANG FUNGSI
INTEGRAL HENSTOCK-
DUNFORD
Telah ditunjukkan dalam Teorema 2.6

bahwa himpunan fungsi yang terintegral

Henstock-Dunford pada [a,b], vyaitu

HD[a,b] merupakan ruang linear.

Akan didefinisikan fungsi pada ruang
linear HD[a,b].

Definisi 3.1 Didefinisikan ~ fungsi
|.|: HD[a,b] >R dengan

H)[x f
xex™ | Ac[a,b] ( )'[ ‘J

e g

11-s0 | sp

untuk setiap f € HD[a,b].

Dua fungsi f dan g dikatakan ekuivalen
jika f =g hampir dimana-mana (h.d)
pada [a,b], yaitu jika terdapat himpunan
terukur-a E —[a,b] dengan g, (E)=0
sehingga

f(x)=9(x), vxe[a,b]-E.
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Teorema 3.2 Diberikan ruang linear
HD[a,b] . Fungsi |.|:HD[a,b]—>R

dengan
e

If]= sup [ sup |(
Acfa,b]

untuk setiap f eHD[a,b] merupakan

norma pada HD[a,b] .

Bukti: Ditunjukkan bahwa fungsi |.||

merupakan norma pada ruang linear
HD[a,b].

(N1). Diambil sebarang f € HD[a,b].
Karena untuk setiap x e X" dan Ac[a,b]

berlaku (H).fx*f >0 maka
A
| f]|=sup ( sup (H)Ix*f ]20.

X'ex™ | Acla,b] A

el
Jadi, ||f||20.
Selanjutnya diperlihatkan bahwa
|f]=0 < f=0.

Diketahui f =, dibuktikan | f|=0.
Jika f =6 pada [a,b] maka
f(x)=6, Vxela,h],

sehingga untuk setiap interval tertutup
Ac[a,b] berlaku

f(X):6’, VxeAc[a,b].
Dengan demikian untuk setiap X e X~
dengan | x| <1 diperoleh

X f(x)=0,VxeAc[ab]

sehingga
= (H)Ix*f =0,vx e X*,”x*"sl, vxeAcl[a,b]
A

= ‘(H)_[x*f

=0,vx e X', x| <1 vxe Ac[a,b]

= sup
xeA

= sup| sup|(H
X*EX* Aca,b]
=

= |f]-=0.

Jadi jika f =6 maka || f|=0.

Diketahui | f|=0, dibuktikan f =6.
)J.x*f‘jzo
A

=0,Vx e X’, Hx*Hgl

x'ex* | Acfab]
[t

If|=0 < sup[sup (H

= sup |(H)|X'f
Ac[aF,Jb]( )'£

H)Ix*f

Andaikan f =&, maka terdapat X e X~

= =0, VX*eX*,”x*”sl, vAc[a,b]

dengan |x"| <1 sehingga

Xf#0
hampir dimana-mana pada [a,b], yaitu
terdapat himpunan terukur Ac[a,b]
dengan z, (A)#0 sehingga

X f(x)>0 atau x f(x)<0
hampir dimana-mana pada A.
Oleh karena itu diperoleh

H).fx*f >0 atau (H)Ix*f <0,
A A

untuk  suatu x*ex*,Hx*Hsl dan
Ac[a,b].
Hal ini kontradiksi dengan
‘(H)Ix*f = b].

A
Jadi, f =6

Jadi jika | || =0 maka f =#6.
Oleh karenaitu ||f|=0 < f=6.

(N2). Diambil sebarang f € HD[a,b] dan
sebarang u € R skalar, diperoleh

uf || = sup [ sup |( )jx*(uf)]
Acla.b] A
! H<1
=sup | sup u(H)Ix*fD
Kex* | Acfa,b] A

st
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= sup ( sup |u|(H)jx*f

x**ex* Acla,b] A
)<l
= |u[ sup [ sup (H)J'x*f
x'ex™ | Ac[a,b] A
<l
=uflf

(N3). Diambil sebarang f,g e HD[a,b]
diperoleh
|f+g||=sup| sup

X'eX™ | Acla,b]
<l

(9}

H)J;x*f+(H)'fx*gj

= sup[ sup |(

X:eX* Ac[a,b] A
<[
Karena
sup {(H)Ix*f +(H)Ix*g}
Acla,b] A A
< su X fl+ su X
AC[apb] J. AC[apb] ) JA. g

Maka untuk setiap X e X", [x|<1

|

berlaku

sup | sup |(
K ex” | Actab]
[t

H)J;x*f +(H)Ix*g

A

)[Xg

A

+sup | sup ((H
Kex*\ Acla,b] "\ K ex™ | Acla.b]

Il )l

Jadi,

< sup( sup |( jx f

[F+gl<[f]+lg
Karena ketiga kondisi di atas dipenuhi
maka terbukti bahwa fungsi |||
merupakan norma pada HD[a,b]. m

Menurut Teorema 3.2, ruang linear
HDJa,b] dengan fungsi

)|

I ||—sup(sup (
Kex” | Acfabl
=

90

untuk setiap f € HD[a,b] merupakan
ruang bernorma. Jadi, (HD[a, b]||||) ruang

bernorma terhadap norma

)i

Selanjutnya didefinisikan fungsi jarak
pada ruang linear HD[a,b].
Definisi 3.3 Didefinisikan  fungsi
d:HD[a,b]xHD[a,b] > R pada ruang
linear HD[a,b] oleh

d(f.g)=[f-g]

=sup | sup |(H
X**EX* Ac[a,b]
[

untuk setiap f,g e HD[a,b].

|f ||—sup (Asupb
e N

Fungsi d:HD[a,b]xHD[a,b] > R seperti
pada Definisi 3.3 merupakan matrix pada
HD[a,b].

Teorema 3.4 Ruang linear HD[a,b]
merupakan ruang matrix terhadap fungsi

jarak

d(f.g)=]f-g.
untuk setiap f,g e HD[a,b].
Bukti: Ditunjukkan bahwa fungsi d
merupakan matrix pada ruang linear
HD[a,b].
(D1). Diambil sebarang dua fungsi
f,g € HD[a,b], diperoleh

d(f.g)=|f-g>0.
(D2). Diambil sebarang dua fungsi
f,g € HD[a,b], diperoleh

d(f,g9)=

== Ozsup(sup

X'ex™ \ Acla,b]

e
= O:[ sup |(H
Acla,b]
I X (f-g)
A

_[x (f- VAc[a,b],VX*eX*,HX*Hsl
A

(H)IAX*(f _g)], Vv f,g e HD[a,b]

)jx*(f —g)], VAc[ab], v e X", x| <1

, VAc[a,b], vx e X", HX*H <1
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& 0=x(f-g)(x), VxeAcab] vx e X", [x]<1
< 0=(f-g)(x), VxeAc[ah]
& f=g.

(D3). Diambil sebarang dua fungsi
f,g € HD[a,b], diperoleh

d(f.9)=[f-d|
=[o—f]
=d(g,f).

(D4). Diambil sebarang tiga fungsi
f,g,he HD[a,b], diperoleh

d(f,h)=[f-h|
= f-g+g-h
<|f-g|+|lg-h|

=d(f,g)+d(g,h).
Jadi, fungsi d merupakan matrix pada
HD[a,b]. Dengan kata lain, ruang linear
HD[a,b] merupakan rungan matrix
terhadap matrix d. =

Definisi 3.5 [18] Ruang linear X
dikatakan ruang linear translasi invarian
jika terhadap matrix d memenuhi

i) d(f+hg+h)=d(f,g),dan
i) d(cf,cg)=lc|d(f,g).

Berdasarkan Definisi 3.5, ruang linear
HDJ[a,b] terhadap matrix seperti pada

Definisi 3.3 merupakan ruang linear
translasi invarian.

Lemma 3.6 (Translasi Invarian) Ruang
linear HD[a,b] merupakan ruang linear
translasi invarian terhadap matrix d .
Bukti:

Diambil sebarang f,g,heHD[a,b] dan
sebarang skalar ce R.

Berdasarkan Definisi 3.3, diperoleh

d(f+hg+h)=|(f+h)—(g+h)|

=d(f,9)
dan

d(cf.cg) =|(cf ) ~(cg)]

=lc[d(f.9).
Jadi, HD[a,b] merupakan ruang linear

translasi invarian. [
4, PENUTUP

Berdasarkan hasil pembahasan dapat
disimpulkan bahwa HD[a,b] merupakan

ruang liner dan merupakan ruang bernorma
terhadap norma

1= sup ( sup |( Ix fD Lebih lanjut

Acla,b]
e

merupakan ruang matrix terhadap matrix
d(f,g)=sup [ sup (H)Ix*(f —g)D.
A

xex* | Acla,b]
[
Dengan menggunakan matrix tersebut,
HD[a,b] merupakan ruang linear translasi
invarian.
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