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ABSTRACT. Given graph G(V,E) with |[V(G)| = p and |E(G)| = q. Graph G is called has an edge trimagic
total labeling if there exist bijection function f:V(G) U E(G) — {1,2, ...,p + q} such that for each edge v;v; €
E(G) obtained f(v;) + f(viv;) + f(v)) € {ky, ko, k3} € {6,7, ..., 3(p + q) — 3}. Then graph G is called has
a-vertex consecutive edge trimagic total labeling if there exist an edge trimagic total labeling and f(V) =
{fWlveVi={a+1,a+2..,a+p} where 0 <a<gq. In this final paper is discussed about a-vertex
consecutive edge trimagic total labeling for graph < By, ,:2 > with m,n>1, <K ,:3 > with n > 3,
C,OK;, G <v;nP; > withneven, K; , UK, 4 UK, P;®K,, with n even, C,,®OK, and E, with n even.
Keywords: Labeling, Edge Trimagic Total Labeling, a-Vertex Consecutive Edge Trimagic Total Labeling.

I. PENDAHULUAN
Pelabelan graf merupakan suatu fungsi
yang memetakan himpunan unsur-unsur
dari elemen graf graf (titik atau sisi atau
keduanya) ke himpunan  bilangan
(biasanya bilangan bulat positif atau non
negatif) yang disebut label. Pelabelan
dengan domain himpunan titik disebut
pelabelan titik, dengan domain himpunan
sisi disebut pelabelan sisi dan dengan
domain gabungan himpunan sisi dan
himpunan titik disebut pelabelan total.
Dalam perkembangannya banyak kajian
yang membahas tentang pelabelan,
misalnya tentang pelabelan total trimagic
sisi dan pelabelan total trimagic sisi
terurut titik-a pada graf. Pada tugas akhir
ini dibahas mengenai pelabelan total
trimagic sisi terurut titik-a pada beberapa
graf.

I1. HASIL DAN PEMBAHASAN
2.1. Pelabelan Total Trimagic Sisi

Definisi 2.1. [1] Diberikan graf G(V,E)
dengan |V (G)| = p dan |E(G)| = q yang
selanjutnya  ditulis  G(p,q). Suatu
pelabelan total trimagic sisi (edge
trimagic total labeling) pada graf G(p, q)
adalah fungsi bijektif f:V(G) UV E(G) —

{1,2,..,p+q} sedemikan  sehingga
V(v;v;) € E(G) berlaku fv) +
f(vivj) + f(v]) € {kl , kz , k3} c
{6,7,..,3(p + q) — 3}.

2.2. Pelabelan Total Trimagic Sisi
Terurut Titik-a

Definisi 2.2. [5] Suatu pelabelan total
trimagic sisi terurut titik-a pada graf
G(p,q)adalah fungsi bijektif f:V(G) U
E(G) - {1,2,...,p + g}sedemikian
sehingga V(v;v;) € E(G) berlakuf (v;) +
flviv)) + f(v;) € {kq, kz, k3} €
{6,7,...,3(p+q)—3} dan f(V)=
fW|veVi={a+1,a+2,..,a+
p}dimanal < a < q.

Definisi 2.3. [5] Graf Bistar (By,,)
adalah graf yang diperoleh dari dua
salinan saling lepas dari graf K, ,, dan
K;, dengan menghubungkan titik-titik
pusat graf K, ., dan K, dengan sebuah
sisi. Graf B, , memiliki (m + n + 2) titik
dan (m+n+1) sisi. Graf < B, ,:2 >
adalah graf yang diperoleh dari graf
B, ndengan menambahkan sebuah titik
baru pada sisi yang menghubungkan titik-
titik pusat graf K;,, dan K;,. Graf <
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Bin: 2 > memiliki (m + n + 3) titik dan
(m+n+ 2)sisi.

Teorema 2.1. [5] Graf < B, ,:2>
merupakan graf dengan pelabelan total
trimagic sisi terurut titik-a untuk m,n >
1.

Bukti:
Misalkan graf < B, ,:2 > untuk m,n >
1 dengan V(<K Bpn:2>) =

{v1,V2, o, Vi Vst 0 Vmano

vm+n+1rvm+n+2'vm+n+3} dan E(<
Bm,n: 2 >) = E1 U E2 U E3 dlmanaE1 -
{vivi;4<i<m+3}LE, ={vv;;m+

4<j<m+n+3} dan E; =
{v1v3, V30, }.
Didefinisikan ~ pelabelan  titik  dan

pelabelan  sisi untuk  graf <
Bpn:2 >dengan f(v;)) =m+n+2+
i,1<i<m+n+3, f(wy)=m+
n+4—i,4<i<m+3, f(vzvj)z
m+n+4—j, m+4<j<m+n+3,
f(rivs) =m+n+1 dan f(vgv,) =
m+n+ 2.
Dibuktikan bahwa pelabelan ini adalah
pelabelan total trimagic sisi terurut titik-a.
e Untuk semua sisi pada E; =
fvivi; 4<i<m+3}
f1) + fvv) + f(vy)
=3m+3n+9
e Untuk semua sisi pada E, =
{vvj;m+4<j<m+n+3}
fw) + f(vov)) + f(v))
=3m+3n+ 10
e Untuk semua sisi pada E;=
{v1v3, v3v,}
f1) + f(vyv3) + f(v3) =
3m+3n+9 =k, dan
f(s) + f(vzvy) + f(vy)
=3m+3n+ 11
= ks
Keterurutan label titik terlihat dari
pendefinisianf(v;) =m+n+2+1,
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1<i<m+n+3 sehingga diperoleh
f)={fW|veVvi={m+n+
3,m+n+4,..,2m+2n+5}. Oleh
karena terdapat tiga konstanta k,, k, dan
ks sedemikian sehingga untuk setiap sisi
v;V; € E(< Bpp:2>) berlaku f(v;) +
f(Ui'Uj) + f(U]) € {kl,kz,k3} c
{6,7,..,3(p+q)— 3}, jadi terbukti
bahwa graf < B, ,:2 > merupakan graf
dengan pelabelan total trimagic sisi
terurut titik-a untuk m,n > 1 dengan a =
m+n+2. n

Contoh 2.1.

vz
Va CBB_.S:Z)

Gambar 1 Graf dengan pelabelan total
Pada Gambar 1, graf < Bgs:2>
merupakan graf dengan pelabelan total
trimagic sisi terurut titik-a dengan nilai
k, =42,k, = 43 dan k5 = 44.

Definisi 2.4. [5] Graf < K; ,,: 2 > adalah
graf yang diperoleh dari graf B, ,, dengan
menambahkan sebuabh titik baru pada sisi
yang menghubungkan titik-titik pusat graf
K . Graf < Kj,:2 > memiliki (2n + 3)
titik dan (2n + 2) sisi.Graf <K, ,:3 >
adalah graf yang diperolenh dari <
K;,:2 > dengan menambahkan sebuah
graf bintang K;, dan menghubungkan
titik pusat graf K; ,dan graf K, , dari <
K; »:2 > dengan sebuah sisi kemudian
menambahkan sebuah titik baru pada sisi
tersebut. Graf < K; ,,: 3 > memiliki (3n +
5) titik dan (3n + 4) sisi.

Teorema 2.2. [5] Graf <K;,:3>
merupakan graf dengan pelabelan total
trimagic sisi terurut titik-a untuk n > 3.

Bukti :
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Misalkan graf < K;,:3 > untuk n >
3dengan V(KKip:3>)=
{vi,v5, o, U, Vngts oor Voo
Van+1r -+ Van Vana1s -+ Vangs}t dan E(<
Kin:3>)=E UE,UE; UE, UE;s
dimana E,={vv;; 6 <i<n+5}
E,={vvj; n+6=<j<2n+5} E;=
{vavg; 2n+6 <k < 3n+ 5}, E, =
{v1v4, V40,3, dan Es = {v,vs, v5v3}.
Didefinisikan  pelabelan  titik  dan
pelabelan  sisi untuk  graf <
Kin:3 >dengan  f(v;)) =3n+4+1i,
1<i<3n+5, f(nv)=3n+6-1,
6<i<n+5, f(vzvj)=3n+6—j,
n+6<j<2n+5 , f(vsvy) =3n+
6—k 2n+6<k<3n+5, f(viv,) =
3n+4, f(vw,) =3n+3, f(vvg) =
3n+ 2dan f(vsvz) =3n+ 1.
Dibuktikan bahwa pelabelan ini adalah
pelabelan total trimagic sisi terurut titik-a.
e Untuk semua sisi pada E; =
{fviv;; 6<i<n+5}
f) + f(vv) + f(v)
=9n+15=k;
e Untuk semua sisi pada E, =
{vovj; n+6 <j<2n+5}
fw) + f(vyv)) + f(v))
=9n+16 = k,

e Untuk semua sisi pada E;=
{v3vg; 2n+ 6 <k < 3n+ 5}
fs) + f(vavg) + f(ve)
=9On+17 = ky
e Untuk semua sisi pada E, =
{V1v4, V4, }
f(w) + f(vvy) + f(vy) =90 +
17 = ksdan
fa) + f(vav2) + f(v)
=9+ 17 = kg
e Untuk semua sisi pada Eg=
{v2vs, v5V3}
f() + f(vvs) + f(vs) = 9n +
17 = k5 dan
fws) + f(wsvs) + f(v3)
=On+17 = kg
Keterurutan label titik terlihat dari
pendefinisianf(v;) =3n+4+i, 1 <
i <3n+5 sehingga diperoleh f(V) =
{fW|veV}={3n+53n+6,..,6n+
9}. Oleh karena terdapat tiga konstanta k,,
k,dan kssedemikian sehingga untuk
setiap sisi v;v; € E(< Ky ,:3 >)berlaku
fw) + f(vwy) + f(v)) € {ky, kg s} ©
{6,7,..,3(p+q) — 3}, jadi terbukti
bahwa graf < Kj,:3 >merupakan graf
dengan pelabelan total trimagic sisi
terurut titik-a untuk n >3 dengan a =
n+4. m
Contoh 2.2.

272V Ui

':Kl-t: 3)

Gambar 2 Graf dengan pelabelan total

Pada Gambar 2, graf <K;,;:3>
merupakan graf dengan pelabelan total
trimagic sisi terurut titik-a dengan nilai
k; =51,k, = 52 dan k; = 53.

Definisi 2.5. [5] Graf Mahkota C,®K;
adalah graf yang diperoleh dari graf
CycleC,dengan menambahkan n salinan

graf K; dan menghubungkan titik pada
salinan ke i graf K; dengan sebuah sisi
pada titik ke i dalam cycle.Graf Mahkota
C,,®K; memiliki 2n titik dan 2n sisi.

Teorema 2.3. [5] Graf Mahkota C,,®K;

merupakan graf dengan pelabelan total
trimagicsisi terurut titik-a.
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Bukti :
Misalkan graf ¢, 0K, dengan
V(CneKl) = {171, 172, ey UZn} dan

E(C,®OK,) =E,UE, UE; dimanaE; =
ViVign; 1<Si<n}, E; ={vjvj.,; 1<
j<n-—1},dan E; = {v,v,}
Didefinisikan  pelabelan  titik  dan
pelabelan sisi untuk graf C,®K,dengan
fv)=2n+i, 1<i<
2n, f(vivipn) =2n—-2i+2, 1<i <
n, f(vjvj+1)=2n—2j+1, 1<j<
n—1dan f(v,v;) =1
Dibuktikan bahwa pelabelan ini adalah
pelabelan total trimagic sisi terurut titik-a.
e Untuk semua sisi pada E; =
{(viVisn; 1 <i <n}
fW) + fivisn) + f Wign)
=n+2=k
e Untuk semua sisi pada E,=
{Ujvj+1; 1 S]Sn—l}
f(v) + f(v01) + £ (Vj41)
=6n+2=k,
e Untuk semua sisi pada E; = v, v,
fn) + f(rva) + f(01)
=5n+2=k;
Keterurutan label titik terlihat dari
pendefinisianf(v;) =2n+1i, 1 <i <
2n  sehingga  diperoleh  f(V) =
{fW|veV}i={2n+1,2n+2,..,4n}.
Oleh karena terdapat tiga konstanta k4, k-,
dan k; sedemikian sehingga untuk setiap
sisi v;v; € E(C,OK;) berlaku f(v;) +
f(vivj) +f(v]) € {kl, kz,k3} c
{6,7,...,3(p+q) — 3}, jadi terbukti
bahwa graf C,©®K;merupakan graf
dengan pelabelan total trimagic sisi
terurut titik-a dengan a = 2n.
[ ]
Contoh 2.3.
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C,OK,
Gambar 3 Graf dengan pelabelan total
Pada Gambar 3, graf C;®K; merupakan
graf dengan pelabelan total trimagic sisi
terurut titik-adengan nilai k; = 51,k, =
44 dan k5 = 37.

Definisi 2.6. [5] Graf Bintang Ganda
G(v; nP;) adalah graf yang diperoleh
dari graf (K;i:2)dengan menambahkan
(n — 2) salinan graf P; pada titik pusat
graf (K;,:2). Graf Bintang Ganda
G(v; nP;) memiliki 2n + 1 titik dan 2n
sisi.

Teorema 2.4. [5] Graf Bintang Ganda
G(v; nP;) merupakan graf dengan
pelabelan total trimagic sisi terurut titik-a
untuk n genap.

Bukti :
Misalkan graf G(v; nP;) untuk n genap
dengan V(G(v; nP3)) =

{vi,V2, o) U, Vnsty - Vo Vans1}  dan
E(G(v; nP;)) = E; UE, UE,4 dimana
Ei={vvj1;1<i<n-

ldani ganjil},E, = {vv;44; 2 <i <
ndani genap}, dan E; = {vjvjp; 2 <
j<n+1.

Didefinisikan  pelabelan  titik  dan
pelabelan sisi untuk graf
G(v; nP;)dengan f(v;)) =2n+i, 1<
i <2n+1, fwivip) =2n—i+1,
1<i<n-—1dan i ganjil, f(v,v;41) =
n—i+2,2<i<n dan i genap dan
fvjvjun) =2n—2j+3,2<j<n+
1

Dibuktikan bahwa pelabelan ini adalah
pelabelan total trimagic sisi terurut titik-a.
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e Untuk semua sisi pada E; =
{vivi;1; 1 <i<n—1daniganjil}
f) + f(wvie) + f(Wigd)
=6n+3=k,
e Untuk semua sisi pada E, =
{vivi;1; 2 <i<ndanigenap}
fw) + fwvip) + f(Wisd)
=5n+4=k,
e Untuk semua sisi pada E;=
{Ujvj+n; 2 S]Sn+1}
f) + f(vvan) + f(V4n)
=7n+3=k;
Keterurutan label titik terlihat dari
pendefinisianf(v;) =2n+1i, 1 <i <
2n+1 sehingga diperoleh f(V) =
{fW|veVi={2n+1,2n+
2,...,An + 1}. Oleh karena terdapat tiga
konstanta  k;, k,dan kssedemikian
sehingga untuk setiap sisi  v;v; €
E(G(v; nPs)) berlaku f(v;) +f(vivj) +
f(v;) € {ky, ko, ks} € {6,7,...,3(p +
q) — 3}, jadi terbukti bahwa graf
G(v; nP;)merupakan graf dengan
pelabelantotal trimagic sisi terurut titik-a
untuk n genap dengan a = 2n.m

Contoh 2.4.

A
10y, 200N g
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Glv; 8Py)
Gambar 4 Graf dengan pelabelan total
Pada Gambar 4, graf G(v; 8P;)
merupakan graf dengan pelabelan total
trimagic sisi terurut titik-a dengan nilai
k, = 51,k, = 44 dan k; = 59.

Definisi 2.7. [5] Graf K;, UK;, UK,
adalah graf vyang diperoleh dari
gabungan graf bintang yang saling lepas

K, p, Ky 4, dan K, dengan nilai p,q dan
r berbeda. Graf K;,UK;qUK;,
memiliki (p+q+r+3) titik dan
(p + q + ) sisi.

Teorema 2.5. [5] Graf K, UK; ; UK,
merupakan graf dengan pelabelan total
trimagicsisi terurut titik-a.

Bukti :

Misalkan graf K;, UK;, UK;, dengan

V(KipUKyqUKy,) =

{V1, V2, s Upy ooy Vpgo s Uprqars o0 Uprgar+3)

dan E(Kyp UKy g UKy, ) = E; UE, U Es

dimana Ei={vv;;4<i<p+3}

E2={v2vj; pt+4<j<p+q+3}

dan  E;={vvy; p+q+4<k<p+

q+r+3}

Didefinisikan  pelabelan  titik  dan

pelabelan sisi untuk graf K;, UK, U

K dengan f(v))=p+q+r+i, 1<

i<p+q+r+3 ,f(viv)=p—i+

4,4<i<p+3, f(vv;)) =2p+q-—
jt+4, p+4<j<p+q+3 dan
fogv) =2p+2qg+r—k+4, 2p+
4<k<p+q+7r+3

Dibuktikan bahwa pelabelan ini adalah

pelabelan total trimagic sisi terurut titik-a.

e Untuk semua sisi pada E; =
{fvyv;; 4<i<p+3}

f) + fvv) + f(v) =
=3p+2q+2r+5
=k,

e Untuk semua sisi pada E, =
{vvj; p+4<j<p+q+3}

f(v) + f(vp+2vj) + f(vj>
=4p + 3q + 2r
+6=k,

e Untuk semua sisi pada E;=
{fvsvp; p+q+4<k<p+q+r+
3}

fs) + f(wsvi) + f(vi)
=4p + 4q + 3r
+ 7 = ks

Keterurutan label titik terlihat dari

pendefinisianf(v;) =p+q+r+i, 1 <

i <p+q+r+ 3sehingga diperoleh
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f)={fWIveVi={pt+tqg+r+
Lp+q+r+2,..2p+2q+2r+ 3}
Oleh karena terdapat tiga konstanta k;, k,
dan k; sedemikian sehingga untuk setiap
sisi v;v; € E(K;, UKy q UKy,) berlaku
fw) + f(vivj) + f(vj) € {ky, ky, k3} S
{6,7,..,3(p+q) — 3}, jadi terbukti
bahwa graf K;, U K; 4 U K;,merupakan
graf dengan pelabelantotal trimagic sisi
terurut titik-adengana =p +q + .

Contoh 2.5.

Vs 20 Ve _ ..

K UK UK,
Gambar 5 Graf dengan pelabelan total
Pada Gambar 5, graf K;,UKisUK;¢
merupakan graf dengan pelabelan total
trimagic sisi terurut titik-adengan nilai
k, = 39,k, = 49 dan k5 = 61.

Definisi 2.8. [4] Graf P;®K,, adalah graf
yang diperoleh dari graf Path P,dengan
menambahkan n salinan graf K, dan
menghubungkan setiap titik pada salinan
ke i graf K,, dengan sebuah sisi pada titik
ke i dalam path.Graf P;®K, memiliki
3n + 3 titik dan 3n + 2 sisi.

Teorema 2.6. [5] Graf P; ®K,, merupakan
graf dengan pelabelan total trimagic sisi
terurut titik-a untuk n genap.

Bukti :
Misalkan graf P;®K, untuk n genap
dengan V(P;0K,) =

{vlf U2, 5 Uy UVng1s o V2o Vont 1o - V3 U3t 1)

dan E(P;OK,) =E,UE,UE;UE,
dimana E,={vv;; 4<i<n+3}
E,={vvj;n+4<j<2n+3} E;=
{vavp;2n+4<k<3n+3} dan E, =
{v1v2, vov3}
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Didefinisikan  pelabelan  titik  dan
pelabelan sisi untuk graf P;®K,dengan
f(w)=3n+2+i, 1<i<3n+3,
fwiv) =3n+4—-i, 4<i<n+3,
flrav)) =3n+4—j, n+4<j<
2n + 3, f(vsvy) =3n+4—k, 2n+
4<k<3n+3, f(vivy) =3n+2,
f(ryvy) =3n+1
Dibuktikan bahwa pelabelan ini adalah
pelabelan total trimagic sisi terurut titik-a.
e Untuk semua sisi pada E; =
{fviv;; 4<i<n+3}
f) + fwv) + f(vy)
=9n+9=k
e Untuk semua sisi pada E, =
{vzvj; n+4<j<2n+ 3}
f) + f(vyv;) + f(v;) =9n+ 10
=k,
e Untuk semua sisi pada E;=
{vsvp; 2n+4 <k < 3n+ 3}
f3) + f(vsvy) + f(vy)
=On+11 =k,
e Untuk semua sisi pada E, =
{v1v,, v,v3})
f) + fovy) + f(vy) =9In+
9 =k, dan
f(2) + f(vavs) + f(v3) =9n + 10
=k,
Keterurutan label titik terlihat dari
pendefinisian f(v;) =3n+2+i, 1<
i <3n+ 3 sehingga diperoleh f(V) =
{fWlveVi=B3n+2+1,3n+2+
2,...,6n+ 5}. Oleh karena terdapat tiga
konstanta yang berbeda k;,k,dan k;
sedemikian sehingga untuk setiap sisi
vv; € E(P;0Ky,) berlaku f(v;) +
fvivy) + f(v;) € {kq, ky, ks S
{6,7,...,3(p+q) — 3}, jadi terbukti
1pahwav graf  P;®OK,merupakan graf
oehifan Petdbelantotal trimagic sisi terurut
titik-a untuk n genap dengan a = 3n + 2.
|
Contoh 2.6.



P,OK,

Gambar 6 Graf dengan pelabelan total

Pada Gambar 6, graf P;®K, merupakan
graf dengan pelabelantotal trimagic sisi
terurut titik-adengan nilai k; = 45,k, =
46 dan k5 = 47.

111, KESIMPULAN

Berdasarkan definisi-definisi  yang
telah diberikan pada pembahasan bab
sebelumnya, dapat diambil kesimpulan
bahwa menentukan pelabelan total
trimagic sisi terurut titik-a dengan
memberikan  label yang memenubhi
pelabelan total trimagic sisi dimana
himpunan label titiknya dapat dinyatakan
dengan f={fwlveVv}=
fa+1,a+2,..,a+p}dimana 0 <a <
q. Beberapa graf yang merupakan graf
dengan pelabelan total trimagic sisi
terurut titik-a, diantaranya yaitu graf <
Bun:2> untuk mn >21,<K;,:3>
untuk n > 3, C,®OK;, G{v; nP3) untuk n
genap, K;,UK;,UK;,, dan P;0K,
untuk n genap.
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