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Abstract. Let AU = V be fuzzy system of linear equations. The fuzzy system of linear equations 

consist of n variables and n equations.We rearrange the fuzzy system of linear equations became 

2n variables and 2n equations. The new system was devoted by BX* = V*. In this paper, we 

show that solution of BX* = V* can be used to find AU = V  fuzzy system of linear equations, 

whenever B
-1

 is non-negative. 
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1. PENDAHULUAN 

 Problem-problem di bidang 

rekayasa dan sains dapat dimodelkan 

menggunakan persamaan diferensial biasa 

ataupun persamaan diferensial parsial. 

Pada umumnya, menentukan solusi eksak 

persamaan diferensial biasa/persamaan 

diferensial parsial tidak dapat ditemukan 

dengan mudah. Sistem persamaan linear 

(SPL) memegang peranan penting dalam 

menentukan solusi pendekatan persamaan 

diferensial biasa ataupun persamaan 

diferensial parsial [5]. Oleh karenanya, 

peranan matriks untuk menentukan solusi 

pendekatan persamaan diferensial sangat 

besar. Pengertian sifat-sifat matriks yang 

digunakan dalam makalah ini merujuk 

pada [4 ] & [6]. 

 Teori fuzzy dapat digunakan dalam 

bidang teori kontrol, teori keputusan, dan 

beberapa bagian dalam managemen sains 

[3] & [7]. Bidang-bidang tersebut 

memerlukan sistem persamaan berbasis 

teori fuzzy sebagai model matematikanya. 

Friedman et. al. merumuskan lebih tegas 

mengenai solusi sistem linear fuzzy, 

khususnya daerah fisibel dari 

permasalahan sistem linear tersebut [1]. 

Lebih lanjut, bilangan fuzzy yang 

digunakan hanya bilangan fuzzy yang 

disusun oleh fungsi-fungsi linear.  

 Dalam makalah ini, notasi R 

menyatakan himpunan semua bilangan 

real. Bilangan fuzzy yang dimaksud adalah 

bilangan fuzzy yang disusun oleh fungsi 

dengan domain dan kodomainnya di R. 

Dalam makalah ini, dibuktikan syarat perlu 

dan cukup agar solusi sistem persamaan 

linear  dapat digunakan menjadi solusi 

sistem persamaan linear fuzzy. Matriks 

koefisien dari sistem persamaan baru 

haruslah bersifat non-negatif. 

 

2. BILANGAN FUZZY 

 Bilangan fuzzy u  dalam R 

didefinisikan sebagai pasangan fungsi 

),( uu  yang memenuhi sifat-sifat berikut: 

(a) fungsi u  monoton naik, terbatas, dan 

kontinu kiri pada [0, 1], 

(b) fungsi u  monoton turun, terbatas, dan 

kontinu kanan pada [0, 1], dan 

(c) )()( ruru ≤  untuk setiap r dalam [0, 1]. 

Untuk definisi bentuk lain bilangan 

fuzzy dapat dilihar secara detail dalam [3] 

& [7]. Himpunan bilangan-bilangan fuzzy 

dinyatakan dengan F. Untuk selanjutnya, 

setiap bilangan fuzzy u ∈F ditulis dalam 

bentuk parameter u  = ),( uu . 

 Operasi aljabar bilangan fuzzy 

menggunakan definisi seperti dalam [1] & 

[2]. Untuk setiap u , v ∈F dan bilangan 

real α didefinisikan : 
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(d) u = v jika dan hanya jika vu =  dan 

vu = . 

(e) ),( vuvuvu ++=+  

(f) ),( uuu ααα =  untuk α ≥ 0 

(g) ),( uuu ααα =  untuk α < 0 

 

3. SISTEM PERSAMAAN LINEAR 

    FUZZY 
 Diberikan sistem persamaan linear 

n variabel dan n persamaan dapat ditulis 

dalam bentuk matriks  

yAx =        (1) 

dengan A  matriks persegi yang entri-

entriya bilangan real, dan x, y adalah 

vektor-vektor di dalam nR . Metode-

metode untuk menyelesaikan persamaan 

(1) dapat dilihat dalam [4] & [5].  

Model permasalahan sistem 

persamaan linear fuzzy dijelaskan sebagai 

berikut  : 

Diberikan Fvvvuuu nn ∈,,,,,,, 2121 ��  

dan Ra ji ∈,  untuk nji ≤≤ ,1 .  

Sistem persamaan 

 

nnnnnn
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,22,11,

2,222,211,2
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�
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�

�

     (2) 

dinamakan sistem persamaan linear fuzzy 

(SPL-fuzzy). 

Sistem persamaan (2) dapat ditulis dalam 

bentuk matriks VAU =  dengan ,
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 Model sistem persamaan linear (2) 

mempunyai solusi fuzzy jika terdapat 

vektor 


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
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1

 di dalam nF  sedemikian 

sehingga jjkj

n

k

vxa =∑
=

,
1

 dan 

jjkj

n

k

vxa =∑
=

,
1

, untuk setiap nj ,,2,1 �= .  

 Mengingat operasi aljabar pada 

bilangan fuzzy (aksioma (d)-(g)), fungsi-

fungsi  jv  dan jv  dapat ditulis sebagai 

kombinasi linear dari jx  dan jx . Sistem 

persamaan (2) diubah ke bentuk )2( n  

variabel dan )2( n  persamaan menjadi 
∗∗

= VBX    (3) 

dengan 
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, 

[ ]Tnn xxxxX −−=
∗ ,,,,, 11 ��  dan 

 [ ]Tnn vvvvV −−=
∗ ,,,,, 11 �� .  

 

 

Entri-entri jib ,  ditentukan sebagai berikut: 

• jika jia ,  ≥ 0 maka jib ,  = jia ,  dan 

jinjni ab ,, =
++

 

• jika jia ,  < 0 maka jinji ab ,, −=+
 dan 

jijni ab ,, −=+  

• jib ,  = 0 untuk lainnya. 

Persamaan (3) bukan sistem 

persamaan linear fuzzy. Persamaan (3) 

merupakan persamaan linear biasa yang 

nilai variabelnya berada dalam ruang 

fungsi. Dengan menggunakan persamaan 

(3), dimungkinkan sistem persamaan linear 

fuzzy dapat diselesaikan melalui 

penyelesaian sistem persamaan linear 

biasa. Lebih lanjut, matriks B pada 

persamaan (3) dapat ditulis dalam bentuk 

matriks blok  
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







=

12

21

BB

BB
B , sehingga matriks koefesien 

A pada persamaan (2) adalah 21 BBA −= . 

 

Contoh 1 
Diberikan sistem persamaan linear fuzzy 
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Matriks A seperti dalam persamaan (2) 

adalah 






 −

11

11
. Oleh karena itu, matriks 

B seperti dalam persamaan (3) adalah  
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Contoh 2 
Diberikan sistem persamaan linear fuzzy  

 
221

121

3 vxx

vxx

=+

=−
 

Jika sistem persamaan ini diubah menjadi 

persamaan (3), maka 

 121                         v)x(-x =+  

 221                         3  vxx =+  

 112                         v-)x(-x =+  

221    3                v-)x()x(- =+  

     

Teorema 1 

Diberikan 







=

12

21

BB

BB
B  adalah matriks 

koefesien pada persamaan (3). Matriks B 

tak-singular jika dan hanya jika matriks-

matriks 21 BBA −=  dan 21 BB +  keduanya 

tak-singular. 

 

Bukti : 

 (⇒⇒⇒⇒) Dengan menggunakan operasi 

elementer baris/kolom pada matriks 









=

12

21

BB

BB
B , didapat matriks 








 ++
=

12

2121

BB

BBBB
C . Jika matriks C 

dikenai operasi elementer jumlahan dua 

kolom, didapat 








−

+
=

212

21 0

BBB

BB
D . 

Matriks C adalah matriks yang dihasilkan 

dari operasi elementer jumlahan dua 

baris/kolom dari matriks B. Sedangkan 

matriks D adalah matriks yang dihasilkan 

dari operasi elementer jumlahan dua 

baris/kolom dari matriks C.  

Hal ini berakibat,  

det(B) = det(C) = det(D), 

sehingga det(B) = det(D)  

                          = det(B1 + B2).det(B1 – B2) 

Karena B tak-singular maka det(B) ≠ 0 dan 

det(B1 + B2).det(B1 –B2) = det(B) ≠ 0. Hal 

ini  mengakibatkan det(B1 + B2) ≠ 0 dan 

det(B1 –B2) ≠ 0. Jadi matriks 21 BBA −=  

dan 21 BB +  keduanya tak-singular.  

 (⇐⇐⇐⇐) Diketahui matriks 21 BBA −=  

dan 21 BB +  keduanya tak-singular. Jadi 

det(B1 + B2) ≠ 0 dan det(B1 –B2) ≠ 0. 

Dengan cara serupa seperti pada bagian 

sebelumnya, didapat  

 det(B) = det(C) = det(D) 

dengan 






 ++
=

12

2121

BB

BBBB
C  dan 










−

+
=

212

21 0

BBB

BB
D . 

Hal ini berakibat 

det(B) = det(D)  

          = det(B1 + B2) · det(B1 – B2) ≠ 0,  

karena nilai det(B1 + B2) ≠ 0 dan nilai 

det(B1 –B2) ≠ 0. Sehingga B adalah matriks 

tak-singular. Bukti selesai. 

 

Teorema 2 

Diberikan 







=

12

21

BB

BB
B  adalah matriks 

koefesien pada persamaan (3). Jika invers 

matriks B ada, maka inversnya berbentuk 









=

−

MN

NM
B

1
. 

 

Bukti : 
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 Misalkan jib ,  dan  jib ,
∗  berturut-

turut menyatakan entri matriks B dan 1−B  

pada baris ke-i dan kolom ke-j. Karena 

)(
)det(

11 BadjB
B

=
− , maka 

 jib ,
∗  = 

)det(

)det()1( ,

B

B ij

ji+
−

     (4) 

dengan ijB ,  sub matriks yang diperoleh 

dengan cara mengeliminasi baris ke-j dan 

kolom ke-i dari matriks B .  

Perhatikan sub matriks injB ,+
 dan nijB

+, . 

Matriks injB ,+  dapat diperoleh melalui 

operasi elementer pertukaran baris dan 

kolom dari nijB
+,  sebanyak p kali, dengan 

p bilangan genap. Oleh karenanya, 

det( injB ,+ ) = (-1)
p
 det( nijB +, ) = det( nijB +, ). 

Dari persamaan (4) dan mengingat 

det( injB ,+
) = det( nijB +, ), maka 

jnib ,+
∗  = 

)det(

)det()1( ,

B

B nij

jni

+

++
−

  

           = 
)det(

)det()1( ,

B

B inj

jni

+

++
−

 = njib +
∗

,  

untuk setiap nji ≤≤ ,1 . Sampai di sini, 

didapat 








∗

∗
=

−

N

N
B

1  

 Perhatikan juga sub matriks ijB ,  

dan ninjB
++ , , untuk nji ≤≤ ,1 .  

Karena 







=

12

21

BB

BB
B  maka ninjB ++ ,  dapat 

diperoleh menggunakan operasi elementer 

pertukaran baris dan kolom dari ijB ,  

sebanyak q kali, dengan q bilangan genap.  

Oleh karenanya,  

det( ijB , ) = (-1)
q
 det( ninjB ++ , )  

               = det( ninjB
++ , ).  

Hal ini berakibat  

jib ,
∗  = 

)det(

)det()1( ,

B

B ij

ji+
−

 

        = 
)det(

)det()1()1( ,

2

B

B ninj

nji

++

+
−−

 

        = 
)det(

)det()1( ,

)()(

B

B ninj

njni

++

+++
−

  

        = njnib ++
∗

,  

untuk setiap nji ≤≤ ,1 . 

Terbukti bahwa 







=

−

MN

NM
B

1 . 

 Persamaan (3) merupakan 

perubahan bentuk dari sistem persamaan 

linear fuzzy. Walaupun persamaan (3) 

mempunyai solusi tunggal, tidak berarti 

sistem persamaan linear fuzzy langsung 

dipeeroleh solusinya. Jika B dalam (3) tak-

singular, tidak ada jaminan bahwa 

VBX
1−

= ∈F, untuk setiap V∈F. Contoh 

berikut memperlihatkan bahwa persamaan 

(3) mempunyai solusi tunggal tetapi 

permasalahan SPL-fuzzy tidak mempunyai 

solusi tunggal. 

  

Contoh 3 
Diberikan permasalahan SPL-fuzzy 

 )2,(321 rrxxx −=−+   

 )3,2(2 321 rxxx +=+−  

 )1,2(32 321 rxxx −−−=++  

Jika diubah dalam bentuk persamaan (3), 

maka diperoleh matriks-matriks : 



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

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





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
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A ,
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
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

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






+

−

−

−

+

=

r

r

r

r

X

1

3

2

2

2

.  

dan 



























=

312000

101020

011100

000312

020101

100011

B  mempunyai 

invers, sehingga solusi (penyelesaian) 

persamaan (3) adalah 

,15.208.1,77.062.0,62.331.2[ rrrX −−−+−=

 T
rrr ]85.192.2,32.062.1,38.369.4 −−+−  
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Misalkan 

[ ]T
rrx 38.369.4,62.331.21 −+−= , 

[ ]Trrx 23.062.1,77.062.02 +−−−=  dan 

[ ]3 1.08 2.15 , 2.92 1.85
T

x r r= − − + .  

Vektor ( )321 ,, xxx  bukan solusi SPL-fuzzy 

ini, karena 1x  dan 2x  bukan bilangan 

fuzzy. 

Teorema berikut memperlihatkan 

syarat cukup dan syarat perlu agar solusi 

persamaan (3) juga menjadi solusi  untuk 

SPL fuzzy semula. Sebelumnya, 

didefinisikan pengertian sifat ketak-

negatifan yang dimiliki suatu matriks.  

Matriks [ ]
jiqQ ,=  dikatakan non-

negatif jika untuk setiap i dan setiap j 

berlaku 0, ≥jiq  [4] & [6]. Sebagai contoh, 

matriks koefisien pada persamaan (3) di 

atas adalah matriks non-negatif. 

 

Toerema 3 

Diberikan SPL-fuzzy VAU =  dengan n 

variable dan n persamaan. Persamaan 
∗∗

= VBX  seperti persamaan (3), dengan 

B non-singular. Solusi ∗∗
= VBX  menjadi 

solusi SPL-fuzzy VAU =  jika dan hanya 

jika matriks 1−B  non-negatif. 

 

Bukti : 

 (⇒⇒⇒⇒) Misalkan 1−B  = [ jib ,
∗ ] dan 

[ ]Tnn xxxxX −−=
∗ ,,,,, 11 �� .  

Karena ∗−∗
= VBX

1 , maka diperoleh 

−=
∗

=

∑ iji

n

j

i vbx ,

1

inji

n

j

vb +
∗

=

∑ ,

1

                 (5) 

−=− +
∗

=

∑ ijni

n

j

i vbx ,

1

injni

n

j

vb ++
∗

=

∑ ,

1

     (6) 

untuk nji ≤≤ ,1 . 

Selanjutnya karena 







=

−

MN

NM
B

1
 maka 

persamaan (6) menjadi 

 −=− +
∗

=

∑ inji

n

j

i vbx ,

1

iji

n

j

vb ,

1

∗

=

∑ , sehingga 

=ix iji

n

j

vb ,

1

∗

=

∑ inji

n

j

vb +
∗

=

∑− ,

1

      (7) 

 Jika persamaan (7) dikurangi 

dengan persamaan (5), maka diperoleh 

=− ii xx ( iji

n

j

vb ,

1

∗

=

∑ inji

n

j

vb +
∗

=

∑− ,

1

)  

                 − ( −
∗

=

∑ iji

n

j

vb ,

1

inji

n

j

vb +
∗

=

∑ ,

1

) 

 = ( iji

n

j

vb ,

1

∗

=

∑ − −
∗

=

∑ iji

n

j

vb ,

1

)  

                 + ( inji

n

j

vb +
∗

=

∑ ,

1

inji

n

j

vb +
∗

=

∑− ,

1

) 

 = ( )(,

1

iiji

n

j

vvb −
∗

=

∑   

                 + )(,

1

iinji

n

j

vvb −+
∗

=

∑ )     (8) 

Diketahui V∈F
n
 maka 1 2, , , nv v v F∈� , 

sehingga )( ii vv −  ≥ 0 untuk setiap 

ni ≤≤1 . 

Diketahui pula bahwa  ii xx −  ≥ 0. Hal ini 

berakibat jib ,
∗

≥ 0 untuk setiap i dan j. 

Dengan kata lain matriks  1−B  = [ jib ,
∗ ] 

non-negatif. 

 (⇐) Misalkan 1−B  = [ jib ,
∗ ] matriks 

non-negatif. Jadi jib ,
∗

≥ 0 untuk setiap i 

dan j. Dengan cara yang serupa seperti  

pada bagian sebelumnya, didapat 

persamaan (8) 

 =− ii xx ( )(,

1

iiji

n

j

vvb −
∗

=

∑   

                             + )(,

1

iinji

n

j

vvb −+
∗

=

∑ ). 

Diketahui pula 

 [ ]Tnn vvvvV −−=
∗ ,,,,, 11 ��  

solusi persamaan (3) dan 1 2, , , nv v v F∈� , 

maka )( ii vv −  ≥ 0 untuk setiap ni ≤≤1 .  

Akibatnya,  

=− ii xx ( )(,

1

iiji

n

j

vvb −
∗

=

∑   

                   + )(,

1

iinji

n

j

vvb −+
∗

=

∑ ) ≥ 0   

untuk ni ≤≤1 . 
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Sehinngga 
1 2, , , nx x x F∈�  atau 

1 2[ , , , ] n

nx x x F∈� . Dengan demikian, 

solusi ini menjadi solusi sistem persamaan 

linear fuzzy. Bukti selesai. 

 

 Dalam contoh 3, matriks B adalah 

matriks non-negatif. Tetapi invers matriks 

B, yakni  1
B

−  adalah  

2.7692 -0.8462 -0.4615 2.2308 -1.1538 -0.5385

-0.4615 0.3077 0.0769 -0.5385 0.6923 -0.0769

-1.6923  0.4615 0.6154  -1.3077 0.5385 0.3846

2.2308 -1.1538 -0.5385 2.7692 -0.8462 -0.4615

-0.5385 0.6923 -0.0769 -0.4615  0.3077 0.0769

-1.3077 0.5385 0.3846 -1.6923 0.4615  0.6154

 
 
 
 
 
 
 
 
 



jelas bukan matriks non-negatif. Sebab 

terdapat entri matriks 1
B

−  yang bernilai 

negatif. Mengingat teorema 3, solusi 

persamaan linearnya tidak langsung 

menjadi solusi persamaan linear fuzzy.  

 

4. KESIMPULAN 
 Sistem persamaan linear fuzzy 

(SPL-fuzzy) dapat diubah menjadi bentuk 

sistem persamaan linear biasa. Dari sistem 

n variabel dan n persamaan diubah menjadi 

sistem 2n variabel dan 2n persamaan. 

Solusi sistem persamaan baru, tidak secara 

langsung menjadi solusi sistem persamaan 

semula. Contoh 3 memperlihatkan bahwa 

solusi sistem persamaan baru, tidak 

menjadi sistem persamaan semula. Jika 

matriks koefisien dari sistem persamaan 

bersifat non-negatif, maka solusinya 

menjadi sistem persamaan semula. Hal ini 

ditulis dalam Teorema 2. 
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