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Abstract. A singular matrix A with size NXN has a inverse be called Drazin inverse and denoted

by AP . This inverse can be obtained by specifying a generalized Modal matrix M and Jordan
canonical form J of matrix A. Generalized Modal matrix M is a matrix where its columns

consisting of generalized eigen vectors X from the matrix A, while the Jordan canonical form

J is a matrix which entries on its main diagonal consisting of Jordan block matrix J, (I ) Next,
two matrices were used to determine Drazin inverse of matrix A.
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1. PENDAHULUAN

: _ a,(/,) o0 L 0 u
Sebuah matriks atas ring dengan é 0 3] (/ ) ! a
ukuran nxn dikatakan ~mempunyai J=¢ o\ 2 u
invers jika dan hanya jika matriks g I o 0 3
tersebut  non  singular.  Dalam g 0 0 L J, (/p)lil
perkembangannya dibutuhkan sebuah _ ’
invers matriks yang diperumum untuk Jika J1 Mn(C)’ maka k; +k, +K+k, =

mengetahui invers dari suatu matriks
jika matriks tersebut singular.

Ada beberapa jenis invers matriks
yang diperumum diantaranya Yyaitu
invers Kiri dan invers kanan ( invers
satu sisi ), invers Drazin, invers grup,
invers Bott-Duffin, dan invers Moore-
Penrose.

Invers Drazin pertama kali
dikenalkan oleh Michael P Drazin pada
tahun 1958. Invers Drazin adalah invers
dari matriks singular A dengan ukuran
nxn dituliskan dengan A°. Ada
beberapa metode yang dapat digunakan
untuk  menentukan invers Drazin
diantaranya metode Leverrier
Faddeev,metode semi iterative tipe BI-
CG. Pada penulisan ini dibahas
penentuan invers Drazin  dengan
menggunakan matriks bentuk kanonik
Jordan.

2. BENTUK KANONIK JORDAN
Matriks bentuk kanonik Jordan
adalah sebuah matriks yang berbentuk :

Submatriks Jki(li) adalah matriks blok
Jordan Dberukuran k;xk; yang bersesuaian
dengan nilai eigen |,1 C  dimana

1=12,K,p. Matriks blok Jordan adalah
matriks yang berbentuk :

¢ 1 L 0y
(S u
Jk(/)=‘§0 ! "
& O 10
(S) u
§0 0 L /g

Menurut Ricard Bronson dan Gabriel B.
Costa, untuk menentukan matriks bentuk
kanonik Jordan maka langkah awal yaitu
menentukan  vektor-vektor eigen yang
diperumum.

Definisi 2.1 [5] Suatu vektor tak nol X
disebut sebuah vektor eigen yang diperumum
dengan tipe m dan bersesuaian dengan nilai
eigen | dari matriks A jika :

(A-11)"x, =0 dan (A-11)"*x, 10

Berdasarkan Definisi 2.1 diatas, dapat
dikatakan bahwa x, T ker(A- 11)". Dimensi

dari ker(A- 11)™" adalah m- 1. Sedangkan

dimensi dari ker(A- I I)m adalah m. Karena
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m adalah bilangan integer positif, maka
dimensi dari ker(A- I I)m'1 kurang dari
ker(A- 11)"  atau
nulitas (A- 1 1)™* kurang  dari
nulitas (A- 1 1)". Sehingga,
rank (A- [ 1)"  kurang  dari rank
(A-11)™*'. Jika selisih antara rank
(A-11)™ dengan
rank(A- I I)mdinyatakan dengan r
maka :

r, =rank (A- 11)"" - rank (A- 1 1)"
(1)

dengan m adalah bilangan integer
positif. Persamaan (1) menyatakan
banyaknya vektor-vektor eigen yang
diperumum dengan tipe m dan
bersesuaian dengan nilai eigen | untuk
matriks A.

Untuk m3 1, maka :

X1 (A- I I)x

X, , =(A-1 |)2;n<_ (A-11)x

m m

dimensi  dari

m'!

m

m-1

=

x, = (A-11)" %, =(A-11)x,

(2)

Persamaan (2) jika dituliskan dalam
bentuk umum menjadi :

X, =(A- 1) x, = (A- 1),

&)

dengan j=12,K,m- 1.

Definisi 2.2 [5] Himpunan vektor-
vektor {xm,xm_l,K,xl} disebut rantai
vektor eigen yang diperumum dan
bersesuaian dengan nilai eigen | .

m

Contoh 2.3 Matriks singular A dengan
ukuran 5x5

€0 -2 0 -5 20
e u
S0 -1 0 -2 0

A=é0 0 0 2 0
e u
g0 1 0 2 0g
82 -2 1 -8 4f

138

Nilai eigen dari matriks A adalah | =1,
l,=1,=0,danl , =1, =2.
Untuk | =1, maka :

r, :rank((A- I)O)- rank ((A I)l):
r, =rank ((A I)l)- rank ((A 1) )=
Agar  memenuhi (A-1)x, =0 dan
(A-11)°x, 2 0, maka:

x,=[-2 2 -4 -2 -4

Untuk | =0, maka :

N

r :rank( AO)- rank (A1)=5- 4=1
r, =rank (Al)- rank (AZ):4- 3=1
r, =rank (Az)- rank (A‘"’):S- 3=0

Agar memenuhi (A)
maka :

yzz% -2 31 1]T,sehingga
y,=t 0 2 0 0]
Untuk | =2, maka :
r :rank( (A- 2I)°)- rank ((A 2I)1):
r, =rank ((A 2I)1)- rank ((A 21
r, :rank((A— 2I)2)— rank((A— 2I)3):
Agar memenuhi  (A- 21z, =0 dan
(A- 2I)z2 1 0, maka:
z,=[2 0 0 0 -2]', sehingga
z,=[5 0 0 0 4

Hubungan antara rantai vektor-vektor
eigen yang diperumum dengan subruang
invariant akan diberikan pada dua teorema
selanjutnya.
Teorema 2.4 [2] Sebuah rantai merupakan
himpunan vektor-vektor yang bebas linier.
Bukti :
Misalkan {x,.x, ,,K,x,} adalah sebuah

rantai. Kombinasi linier sebagai berikut :

,=0 dan Ay, *O0,

<

CoXpy F Cri Xy THRHC X =0 (4)
mempunyai solusi tunggal yaitu
C,=C,,=..=¢C =0.

Jika persamaan (2.8) dikalikan dengan
(A- 11)™* maka diperoleh :
c, (A-11)"x +c . (A-11)"x, ,+K

m

+c,(A-11)"x, =0 (5)
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dimana untuk
diperoleh :
c,(A-11)"'x, =0
untuk j=12,K,m-1
Sehingga,

¢, (A-11)""x, +0+K+0=0

c,(A-11)"'x_ =0

Karena x, adalah vektor eigen yang
diperumum dengan tipe m, maka
(A-11)™*x, * 0, sehingga ¢, =0.
Langkah tersebut dilakukan sampai
diperoleh c, =0, sehingga rantai diatas

bebas linier karena solusi yang
diperoleh merupakan solusi tunggal
yaitu ¢, =C,, =..=C, =0. =

j=12,K,m-1,

Terorema 2.6 [2] Rentang dari suatu
himpunan  vektor-vektor  sehingga
membentuk rantai vektor eigen yang
diperumum untuk matriks A dan
bersesuaian dengan nilai eigen |

adalah subruang invariant dibawah A.

Bukti :

Rentang dari himpunan vektor-vektor
dalam suatu ruang vektor atas lapangan
C adalah subruang.

Misalkan {x X1 KX } adalah rantai

vektor eigen yang diperumum, maka :

X; =(A-1 I)xj+l (6)
dimana j=12,K,m- 1.
Persamaan (2.10) dapat juga ditulis
dalam bentuk :

ij+1=|xj+1+xj @)
Sebuah vektor eigen yang diperumum
dengan tipe 1 adalah sebuah vektor
eigen, maka :

Ax, =1x, (8)

Jika vi Rentang {x,.x, ,.K,x.},
maka AvI Rentang {x X, KX )
sehingga Rentang {x,, ,X,,; KX, }

invariant dibawah A. m
Contoh 2.7 Misalkan
P= Rentang{xl},

Q= Rentang{y1 ,yz} ,dan

R= Rentang{z1 ,zz},

maka P,Q, dan R adalah subruang invariant
dibawah T atau dibawah A (matriks
transformasi linier T), sehingga basis untuk

R® o adalah
B=PEQE R:{X1’Y1’YZ’ZMZ }

élu (-)2u élu l‘J e é&u

8)” o9 g4 gop

i me 4u+(o@zu+(o)esu+(o)<:eou (o

U U e, u e.u U

3)0 % i eli &g

g 84H @ &1H &4 &

Q ex an du éa &

A os2n HosA oy &

Tly,) =@0=(0)8 4c+(0)eck+(0)e 3 G+{0jeo t+(0jeu

U e u U e, u e.u U

di e% du ety efu &

B &4 & ElH &2H &

dh &2g M gz &g Al

Tly,) =exi={0)6 ad+{eztv{oes (o v

U e u U e, u e.u U

di e% & etu &0

& &4 &4 EelH &2H &H

¢ éa au fa éa &

e~ u e, u U e 5U e~ u U

00 820 i &% &% Qi

Tlz,) =0 =(08 ai{o)ex(2e3 t+{ojeo i+{ojaa

e.u e . u U e, u e.u U

g e & elu &%u &

E4H &4 BH BlH &2H &

dh &2q M &% &g &

T(z,)=a0=(0)s 4c+(ojexc+(0)es t+(eo t+(2epa

U e u U e, u e.u U

di e% i ety 05 &

& &4 84 ElH &H e

Jadi, matriks transformasi linier T yang

bersesuaian dengan basis B adalah
0 0 Ou

U
Od
ou

u
1

24

O O o +— O
o N O O

()

1
W RO B %P
o O O O
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Matriks G di atas merupakan
matriks bentuk kanonik Jordan dimana
matriks-matriks blok Jordannya adalah

3,(1,)= 3,0 =0
_@ 1

Jz(l 2):‘]2(0)_%) OH

€ 1lu

Js(l 3):‘]3(2):%) 28
Selanjutnya akan dibahas
mengenai basis kanonik dari vektor
eigen yang diperumum untuk A.

Misalkan {x,,x, K,x,} adalah basis

kanonik dari vektor eigen yang
diperumum untuk A dan M adalah
matriks Modal yang diperumum dimana
kolom-kolomnya merupakan vektor-
vektor pada basis kanonik, maka :
M =[x1 X, K xn]
Dari persamaan (8), diketahui bahwa :
AX g =X +X;
dimana j =1,2,K,m- 1. Sehingga,
Ax, =1 X,
Ax, =1 x, +X,
M
Ax, =Ix, +x,
Misalkan A adalah matriks dari
sebuah dan J adalah  matriks
diagonalnya, maka matriks A dapat
didiagonalisasi jika matriks A dapat
dinyatakan dalam bentuk :
M 'AM =]
dengan M adalah matriks Modal yang
diperumum dimana kolom-kolomnya
merupakan rantai-rantai vektor eigen
yang diperumum, dan J adalah matriks
bentuk kanonik Jordan.
Jika persamaan diatas dikalikan dengan
M "', maka akan diperoleh :
AM =MJ
Selanjutnya, akan  dibuktikan
bahwa AM = MJ dimana J adalah
matriks bentuk kanonik Jordan.
AM =[Ax, Ax, L Ax,]
AM =[I X, Ixp+x, L Ix +X,,
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¢ 1 L ou

0 1 s
AM =[x, x, L x,]¢ u
&8 O 1
L

e u
I g

Q@ 0
AM =MJ (1)

Jika terdapat I,,l ,,K,l /, maka akan
terdapat rantai-rantai vektor eigen Yyang
diperumum  dan  bersesuaian  dengan
.0, K, sehingga AM =MJ. Jika
kedua ruas persamaan AM = MJ dikalikan
dengan M "', maka diperoleh :

A=MIM™
atau dapat juga dinyatakan dalam :
J=M"'AM 9)
Contoh 2.8 Dari Contoh 2.7 dimana
matriks

€0 -2 0 -5 20
e u
S0 -1 0 -2 0
A=€0 0 0u
e u
g0 10 04
62 -2 1 -8 4§

maka diperoleh matriks M sebagai berikut :

&2 1?-2 50

5 >

g2 0 -2 0
M= v v 2 z]=84 2 3 0 ol

€20 1 0

§40 1 -2 4

Dengan menggunakan persamaan (9), maka

diperoleh :
J=M"1AM
€ 00 0 0y
go 010 03
J=& 0 0 0 o0d
D00 2 1
@ 0 0 0 2

Berdasarkan Contoh 2.7 dan 2.8, maka dapat
dikatakan bahwa matriks J adalah matriks

dari transformasi linier T : R®>® R® yang
bersesuaian dengan basis kanonik dari vektor
eigen yang diperumum untuk matriks A.
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3. MENENTUKAN INVERS
DRAZIN DARI MATRIKS
SINGULAR
Sebelum diberikan definisi

mengenai invers Drazin, terlebih dahulu
akan diberikan definisi index dari suatu
matriks.

Definisi 3.1 [3] Jika A adalah matriks
berukuran nxn dengan entri bilangan
kompleks, maka index dari A yang
dituliskan dengan Ind (A) adalah
bilangan integer non negatif terkecil k
sedemikian sehingga :

rank(Ak ) = rank(Ak*l)

Contoh 3.2 Index dari matriks A pada
Contoh 3  adalah 2 karena

rank(A2 ) = rank(A3 )

Definisi 3.3 [3] Invers Drazin dari
suatu matriks bujur sangkar A yang
dituliskan dengan AP  merupakan
sebuah invers yang memenuhi :

(N AA® = APA

(i) AP AAP = AP

(i)  A*TAP = AF

dimana k = Ind (A).

Contoh 3.4 Diberikan matriks sebagai
berikut:

B 0 0§ @ 0 0§
A= 0 12danA°=% 0 o

é)OO@ é)OOZ

Selanjutnya akan dibahas
mengenai cara menentukan invers
Drazin dari suatu matriks dengan
menggunakan matriks bentuk kanonik
Jordan. telah diketahui bahwa sebuah
matriks A dapat dinyatakan dalam
bentuk :

A=MIM™
dengan M adalah matriks Modal yang
diperumum dimana kolom-kolomnya
merupakan rantai-rantai vektor eigen
yang diperumum, dan J adalah matriks
bentuk kanonik Jordan.

Teorema 3.4 [1] Misalkan AT M, (C) dan
mempunyai bentuk :

=
—_—
-
~—
o
r

A=MIM'=M

@ D> D> D> D> 2\‘
o = O
(&
)
—_
N
~—
r O
o = O
[« Y= Cf\ c\c
AN

(&
=~
3
_
]
e

3
QD
3
QD

[
=
_
iR
—_
fuN
—
(&
3
—_
- O
N
—_
-
— o = o

O
0 L [J
dimana k, +k, +K+k, =n dan
.0, K,I,TC. Jika | =0, maka
2., 0, ) =[ol.
Bukti :
Karena A=MJM *

b

w)

I

<
a» @ O O oM,
o = o
O S e

l_l
—

.maka At=MJ'M!

dengan

ng1(| b0 L o 0
e 0 ) Y

g N @) 0 3

g 0 0 L [Jkp(l p)]'1@
Sehingga,

ngl L o0 0

~ -1 s
AP g ;‘) ( 2)] g thll

g 0o o L,y

Misalkan J, dan J, berturut-turut

adalah matriks blok Jordan yang bersesuaian
dengan | * 0 dan | =0, maka:

e, Ou

A=Mga aM !
eo Jou
dan
é) 1 u
A° =Mga 1 O_IQM'I
@0 Jo 0

Misalkan invers Drazin dari A adalah B,
maka :
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B=M an BlZ BM -1
é821 Bzz u

sehingga, B, =B, = [0]
Karena B adalah invers Drazin dari A,
maka :
AB = BA
éJan ‘11812@ -1 éBll‘]l
gJOBﬂ JOBZZH
Karena J,B, =B,J,,

Jf =3B, sehingga B, = J;*.

maka

Dari persamaan J,B, =B, J,,
diperoleh B,, =[0].
Jadi, jika | =0, maka

p

l‘Jkp(l p)J-l :[0]- .

Contoh 3.5 Berikut ini adalah invers
dari matriks blok Jordan yang diperoleh
pada Contoh 2.7.

.0 =[], [2,0)]" g 0

0

o

dan

Sehingga,

do.@* o 0 u
A>=Mg 0 [3,0" o v

co o e
€213 258000 0wy 4 3§ 5
220-%203%0000%0-%20
=642 3 0 0000 0&,, 3 g
gzo 10 0@00%%£20 10
201 -24p000 JEao 1 -2

é1 }' -y y -}/u
é 2 2 42 20
a0 -1 0 -2 0
=0 2 o0 4 oU
e u
80 1 0 2 04
é - U

h 2 % 4 04
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Blz‘]o[,J -1
€ l,JM
é821‘]1 Bzz‘]ou

3. PENUTUP

Suatu matriks singular A berukuran
nxn dengan entri-entri bilangan kompleks
mempunyai invers yaitu invers Drazin dan
dituliskan dengan A®. Invers ini dapat dicari
dengan menentukan matriks Modal M yang
diperumum dan matriks bentuk kanonik
Jordan J dari matriks A. Matriks Modal M
yang diperumum merupakan matriks yang
kolom-kolomnya terdiri dari vektor-vektor
eigen yang diperumum X dari matriks A

sedangkan matriks bentuk kanonik Jordan J
merupakan matriks yang entri pada diagonal
utamanya berupa matriks blok Jordan J, (/).

Selanjutnya, dua matriks tersebut digunakan
untuk menentukan invers Drazin dari matriks
A.
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