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Abstract. Three species food chain models are model that express the interaction of three
populations of prey, first predator and second predator populations. The models are derived from
a combination of logistic growth model between prey population and predator population. Model
that is used is a Holling type Il functional response. The model consists of non linear differential

equations with three dependent variables, there are Xl(t) representing size of prey population at

time t, X, (t) issize of first predator population at time t, and X, (t) is size of second predator

population at time t. From the result of stability analysis conducted on the food chain model of
three species are found six equilibrium points based on the value eigen, and six cases of different

stability.
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1. PENDAHULUAN

Ekologi merupakan cabang ilmu
dalam biologi yang mempelajari tentang
hubungan  makhluk  hidup  dengan
habitatnya. Dalam ekologi, dikenal istilah
rantai  makanan. Rantai  makanan
merupakan lintasan konsumsi makanan
yang terdiri dari beberapa spesies
organisme [6]. Bagian paling sederhana
dari suatu rantai makanan berupa interaksi
dua spesies yaitu interaksi antara spesies
mangsa  (prey) dengan  pemangsa
(predator). Model yang mendiskripsi kan
interaksi dua spesies yang terdiri dari prey
dan predator adalah model rantai makanan
dua  spesies. Kehadiran  predator
memberikan pengaruh pada jumlah prey.
Pada interaksi tiga spesies, kehadiran
predator kedua berpengaruh pada jumlah
predator pertama dan prey sehingga dalam
rantai makanan setiap komponennya saling
memberikan  pengaruh. Model yang
mendiskripsikan interaksi tiga spesies yang
terdiri dari prey, predator pertama, dan
predator kedua adalah model rantai
makanan tiga spesies. Untuk itu dari model
rantai makanan tiga spesies ini akan dicari
solusi  kesetimbangan dan dianalisis
perilaku dari sistem yang dapat ditentukan

dengan menganalisis kestabilan dari solusi
kesetimbangan.

2. TITIK KESTIMBANGAN
Diberikan sistem persamaan
differensial non linear autonomous

dx _
== 1 (xy) (1)

L= g(x,y)

dt

Titik (x*,y*) dimana f(x*,y*):o dan
g(x*,y*):o disebut titik kritis atau
kesetimbangan dari sistem (1).[3]

3. KRITERIA KESTABILAN

Kriteria kestabilan titik
kesetimbangan dapat ditentukan dengan
mencari nilai eigen dari matriks Jacobian.
Untuk mengetahui perilaku kesetimbangan
untuk matriks Jacobian berukuran 2x2
dapat digunakan metode determinan-trace.
Misalkan matriks Jacobian J :ga bg
& dyg
untuk persamaan karakteristik matriks J
adalah

/?-(a+d)/ +ad- bc=0 2)
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Definisi 3.1 [1]

Trace  matriks J= adalah

CP:)CD) g\
o T
o\ C

trJ=a+d

Determinan dari matriks J adalah
detJ =ad - bc

Persamaan karakteristik (2) dapat ditulis
menjadi

/?-1trd/ +det] =0 3)

dari persamaan (3) didapat nilai eigen
dari matriks yaitu

trJ = JB
/112 :T

dengan D =(trJ)” - 4detJ .

(4)

4. MODEL PERTUMBUHAN
EKSPONENSIAL

Laju perubahan populasi O:j—l\tl

merupakan laju pertumbuhan R dikalikan
dengan besar populasi N . Misalkan laju
pertumbuhan  konstan  (R,), maka
pertumbuhan populasi adalah solusi dari
persamaan differensial linear orde satu
dengan koefisien konstan

am=R N

dt
Dimana R, konstan.

5. MODEL
LOGISTIK
Model logistik didapat dengan cara

memasukkan  faktor daya dukung

lingkungan (K) secara eksplisit. Jika
dalam populasi ada N individu, maka
lingkungan masih dapat mendukung
K- N individu. Jadi masih ada bagian
lingkungan yang masih bisa diisi, sebesar

K- N
lTL Bagian inilah yang sebanding

dengan pertumbuhan

PERTUMBUHAN

perkapita. Oleh
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K- N
karena  itu d—N: r‘—L atau

Ndt K

d—N: er.

dt K

6. PEMBAHASAN

Rantai makanan dapat dimodelkan ke
dalam suatu sistem persamaan differensial.
Sistem ini memberikan laju perubahan
biomassa dari pertumbuhan dan mortalitas
pada setiap tingkatan trofik. Model
perubahan biomassa tiap tingkatan trofik
untuk  spesies i dituliskan dalam
persamaan:
dx; .
?[bz g,-m,i=12,..N (5)
dengan,

x. = jumlah populasi spesies i

g, = laju pertumbuhan populasi spesies i
m. = laju kematian populasi spesies i
Holling (1959) mengelompokkan tiga
tipe respon fungsional predator yaitu tipe
linear (Holling tipe 1), tipe hiperbolik
(Holling tipe 11), dan tipe sigmoidal
(Holling tipe I11). Untuk laju pertumbuhan
spesies dari ketiga tipe dapat dituliskan ke
dalam persamaan yaitu:
Non Linear : g; =€,aXX,

i1

a; X X

Hiperbolik: g, = ¢, cumkite (6)
bi + Xi—l
2
Sigmoidal: g; :eigzix—[-l-
bi X5

dengan,

g, = laju pertumbuhan populasi spesies i

e, = efisiensi pemberian makanan dari
pemangsaan  untuk  pembentukan

predator yang baru.
a, = rasio pemangsaan

b, = konstanta setengah jenuh

Sedangkan untuk laju kematian spesies
meliputi dua hal yaitu kematian alami dan
kematian yang disebabkan oleh proses
pemangsaan. Laju kematian dari ketiga
tipe dapat dituliskan ke dalam persamaan:
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Linear: m; =a,x,x,_, +d.Xx,
Hiperbolik: m —ekimidme+dx  (7)
h+1+)§

X2 X

Sigmoidal: m, :-ZQH—E-QH d;x;
X

i+l i

dengan,

m. : laju kematian populasi spesies i

d, : laju kematian konstan populasi
spesies |
Model rantai makanan dipengaruhi

oleh banyak faktor mulai dari banyaknya

spesies yang terlibat maupun penentuan
modelnya sehingga diperlukan asumsi-
asumsi untuk membatasi pemodelan
tentang rantai makanan. Asumsi yang
digunakan dalam pembahasan antara lain:

1. Model rantai makanan  yang
digunakan adalah model rantai
makanan tiga spesies yang terdiri dari
spesies prey, predator pertama, dan
predator kedua yang mana prey
merupakan satu-satunya mangsa bagi
predator pertama dan predator
pertama merupakan  satu-satunya
mangsa bagi predator kedua.

2. Tidak terjadi siklus perulangan rantai
makanan, dalam artian prey dimangsa
predator pertama, predator pertama
dimangsa predator kedua, dan tidak
berlaku predator kedua dimangsa oleh
prey.

3. Semua parameter dan variabel yang
digunakan tidak negatif.

4. Tidak ada sumber makanan alternatif
lainnya sehingga digunakan tipe
hiperbolik.

Dengan demikian, model rantai
makanan tiga spesies dapat dinyatakan
sebagai berikut

i‘blegraﬁ ol Xl (3.2)

&€ Kg b +X1ﬂ

dx eﬁaﬁﬁxi %Xixi d.x, (8.b)

dt b, +x b+

s = it ], X (8.0)
dt b, + X,
dengan,

X, = jumlah populasi prey

r = laju pertumbuhan populasi prey

K =kapasitas daya tampung populasi prey
a, =rasio pemangsaan predator pertama

b, = konstanta setengah jenuh untuk

predator pertama

X, = jumlah populasi predator pertama

e,= efisiensi pemberian makanan dari
pemangsaan  untuk  pembentukan
predator pertama yang baru

d, = laju kematian konstan predator
pertama

e,= efisiensi pemberian makanan dari
pemangsaan  untuk  pembentukan
predator kedua yang baru

d, = laju kematian konstan predator
kedua

a,= rasio pemangsaan predator kedua

b

= konstanta setengah jenuh untuk

predator kedua
X, = jumlah populasi predator kedua

6.1 Titik Kesetimbangan
Solusi dari persamaan (8.a), (8.b), dan
(8.c) berada pada daerah G dimana

G:{(xl,xz,xs)')Exl£K,0£x2,0£x3}M
isalkan  (x,X%,,X;) adalah solusi dari

persamaan (8.a), (8.b), dan (8.c). Solusi
kesetimbangan akan terpenuhi jika
2;5:0, %XtB:O, dan %(i- 0, Dari
persamaan (8.a), (8.b), dan (8.c) didapat
enam titik kesetimbangan yaitu:

E, =(0,0,0), E, =(K,0,0),

-(o?@ E, = ke e 0)
E _(XlA’ 2’X3A) dan E _(XlB’ SB)

iSbﬁ+x;2

dimana x2
€8, - d
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. = b,d
- (ezaz' dz) ,

X _rSK- m“bﬁhz
2E Ka2

() b+

u o1 1], 2 Ug
&533(K- Q)-?Jg(K- b,)g +4f?%K- Kazxza
lXEJ2: bd b

€3, - ds

€8, Xp- dzgﬁz +X1Aata%3 +X25

—
2 gh + %0 2
a

6.2 Analisis Kestabilan

Persamaan (8.a), (8.b), dan (8.c)
adalah sistem persamaan differensial non
linear, untuk menganalisis kestabilan dari
titik kesetimbangan nya, terlebih dahulu
dilakukan pelinieran terhadap persamaan
(8.a), (8.b), dan (8.c). Dari linierisasi,
diperoleh matriks Jacobian pada titik
kesetimbangan (x;,x,,X;) Yaitu:

Rez
+
<

> (D> (D> D> (D> D
S
1
k*

Nop
+
<

@ D> (D> DD (
o
T\E*
‘ *
K%

=
2y
W<
\_/*
I\l
N
TE*
1
o
*
[N el YXeaYeaY e e o

(o) B+
. (9)
dengan:
8 =r- 2rx, a,xb
K ()
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e,a,X X, 0
= - - d2

b, +X (b3 +X;)

Selanjutnya akan dianalisis perilaku
kestabilan dari persamaan (8.a), (8.b), dan
(8.c) dengan cara mensubstitusi nilai dari
masing-masing titik kesetimbangan ke
dalam matriks (9) sebagai berikut.

Titik 1: E, =(0,0,0)
Dengan mensubstitusikan titik

E, =(0,0,0) ke dalam matriks (9)
diperoleh nilai eigen:

/,=r,/,=-d,,dan /,=-d,

Titik 2: E, =(K,0,0)
Dengan mensubstitusikan titik

E, =(K,0,0) ke dalam matriks (9)
diperoleh nilai eigen:

/=-r, /zz-sh‘i%- d,,dan /,=-d,

.. 2 -l -G
Titik 3: E, =(0,X%,,%;)
Dengan mensubstitusikan titik

8,

([ ] .
E, =(0,x,,%) ke dalam matriks (9)
diperoleh nilai eigen:
a,b.d

bz €:8; - ds ,

Titik 4: E; = (X, X,¢,0)

Dengan mensubstitusikan titik
E, =(Xe, %e,0) ke dalam matriks (9)
diperoleh nilai eigen:
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VERNVERV
Titik 5: E, = (X4, X;,, X;,) dan  Titik 6:
VIRVERY
E5:(XlB’X2’X3B)
0

0 0
Untuk titik 5: E, = (X, X,, X;,) dan titik 6:

U U U
E. = (X5, X,, X35 ) dianalisis dengan
menggunakan kriteria Routh-Hurtwirtz.

6.3  Simulasi Model

Untuk lebih memperjelas mengenai
pembahasan model dilakukan simulasi
model untuk contoh penerapan di atas.
Berdasarkan perhitungan nilai eigen pada
pembahasan sebelumnya didapat beberapa
faktor yang mempengaruhi kestabilan
masing-masing titik kesetimbangan yaitu
e,a,K

-bzﬁ?- d,, ea,-d, dan ea,-d,.
Didapat enam kemungkinan nilai yaitu
SEK d,>0, &K d, <0,
b, +K b, +K

e,a,-d,>0 , ea,-d, <0, ea,-d,>0
dan eja,- d,;<0. Dengan melakukan

kombinasi didapat enam kasus Yyang
berbeda yaitu:

Kasus 1 :

Untuk kasus 1 didapat dari hasil kombinasi

g eakK

nilai yaitu esstss- d, >0, ea,-d,>0
ilai yaitu Tk .3, - d,
dan e,a,-d,>0 menggunakan nilai

parameternya r =0.32, K =15, a, =1.6,
b,=0.65, d,=0.84, e,=2.1, a,=0.5,
b,=0.39, d,=0.02 dan e,=0.5 [5],
dengan nilai awal X,(0) =0.45,
X,(0) =0.35 dan x,(0) =0.25

Dari  nilai  parameter  yang

diberikan, didapat titik kesetimbangan
E, =(0,0,0) tidak stabil, titik E =(1.5,0,0)

tidak stabil, E,=(0,0.034,-0.712) tidak
stabil, E; =(0.2167,0.1483,0) tidak stabil.

Berikut diperlihatkan grafik
perubahan dinamika populasi pada model
rantai makanan tiga spesies pada Kasus 1.

E] 4 60 [ 100 ) 140 160 100 200

Gambar 1. Dinamika populasi dari rantai makanan
tiga spesies pada kasus 1

Keterangan :

& : Populasi prey

«>  Populasi predator pertama
<> . Populasi predator kedua

Kasus 2 :
Untuk kasus 2 didapat dari hasil kombinasi

aoeo o e,a,K

nilai yaitu essstsss- d, >0, ea,- d, <0
ilai yaitu Tk .3, - d,
dan e,a,-d,>0 menggunakan nilai

parameternya r =0.32, K =15, a, =1.6,
b,=0.65, d,=0.84, e,=21, a,=2.1,
b, =2.3, d; =3.9 dan e, =0.2 [5], dengan
nilai awal x (0)=0.45, x,(0)=0.35 dan
X;(0) =0.25

Dari nilai parameter yang diberikan,
didapat titik kesetim-bangan E, =(0,0,0)

tidak stabil, titk E,=(1.5,0,0) tidak
stahil, titik E, =(0,-2.578,0.111) tidak
stahil, titik E, =(0.2167,0.1483,0) tidak

stabil.

Berikut diperlihatkan grafik
perubahan dinamika populasi pada model
rantai makanan tiga spesies pada kasus 2.
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o 20 40 S0 B0 100 120 140 160 180 2M
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Gambar 2. Dinamika populasi dari rantai makanan
tiga spesies pada kasus 2

Keterangan :

& : Populasi prey

<™ : Populasi predator pertama
< . Populasi predator kedua

Kasus 3 :
Untuk kasus 3 didapat dari hasil

kombinasi nilai yaitu _eha&_ d, <0,
b, + K

ea-d,>0 dan e,a,- d, >0 menggunakan
nilai parameternya r=0.32, a,=1.6,
d,=0.84, dan e, =2.1 [5], sedangkan
untuk K=023, b,=1, a,=0.5,
b,=0.39,d,=0.02 dan e,=0.5, dicari
melalui perhitungan dengan

mempertimbangkan  nilai .t‘jﬁaﬁ- d, <0,
2 +K

ea,- d,>0 dan e,a, - d, >0 dengan nilai
awal  x,(0)=0.95, x,(0)=0.85 dan
X;(0) =0.75

Dari nilai parameter yang diberikan
didapat titik kesetim-bangan E, =(0,0,0)

tidak stabil, titik E, =(0.23,0,0) stabil,
titik E, = (0,0.034,0.712) tidak stabil, titik
E, =(0.33,0.12,0) tidak stabil..

Berikut diperlihatkan grafik
perubahan dinamika populasi pada model
rantai makanan tiga spesies pada kasus 3.
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=1

Gambar 3. Dinamika populasi dari rantai
makanan tiga spesies pada kasus 3

Keterangan :

& : Populasi prey

«> : Populasi predator pertama
< - Populasi predator kedua

Kasus 4 :
Untuk kasus 4 didapat dari hasil kombinasi

nilai yaitu -E% d, <0, ea,-d, >0
dan e,a,- d, <0 menggunakan nilai
parameternya r =0.32, K =2.6, a, =1.5,
b,=14, d,=29 dan e,=15 [5],
sedangkan untuk a,=0.5, b,=0.39,
d,=0.02 dan e,=0.5, dicari melalui
perhitungan dengan mempertimbangkan
nilai ealanm- d, <0, ea -d, >0 dan
b, + K
e,a,- d, <0 dengan nilai awal
%(0)=0.95, x,(0) =0.85 dan x,(0) =0.75
Dari nilai parameter yang diberikan
didapat titik kesetim-bangan E, =(0,0,0)
tidak stabil, titik E, =(2.6,0,0) stabil, titik
E, =(0,0.034,2.459) tidak stabil, titik
E, =(6.246,3.518,0) tidak stabil.

Berikut diperlihatkan grafik
perubahan dinamika populasi pada model
rantai makanan tiga spesies pada kasus 4.



Jurnal Matematika, Vol 13, No. 3, Desember 2010 :

2 5

-]

1.5

=1

1]

53

o >0 an &0 a0 T

Gambar 4. Dinamika populasi dari rantai
makanan tiga spesies pada kasus 4

Keterangan :

& : pPopulasi prey

™ . Populasi predator pertama
<> - Populasi predator kedua

Kasus 5 :
Untuk kasus 5 didapat dari hasil kombinasi

S 8K

nilai yaitu esestss- d, <0, e.a.- d, <0
ilai yaitu Tk .3, - d,
dan e,a,-d,>0 menggunakan nilai

parameternya r =0.32, a, =1.6, d, =0.84,
e,=21, a,=21, b,=23, d,=3.9 dan
e, =0.2 [5], sedangkan untuk K =0.23
dan b, =1, dicari melalui perhitungan

dengan mempertimbangkan nilai
SN d, <0, 8,8, - dy; <0 dan
b, + K

e,a,-d,>0 dengan nilai  awal

x(0)=0.95, x,(0) =0.85 dan x,(0) =0.75
Dari nilai parameter yang diberikan

didapat titik kesetimbangan
E, =(0,0,0) tidak stabil, titik
E, =(0.23,0,0) stabil, titik

E, =(0,- 2.578,0.111) tidak stabil, titik
E, =(0.333,- 0.12,0) tidak stabil.

Berikut diperlihatkan grafik
perubahan dinamika populasi pada model
rantai makanan tiga spesies pada kasus 5.
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Gambar 5. Dinamika populasi dari rantai
makanan tiga spesies pada kasus 5

Keterangan :

& : Populasi prey

<> : Populasi predator pertama
<> - Populasi predator kedua

Kasus 6 :
Untuk kasus 6 didapat dari hasil kombinasi

S 8,3,K

nilai yaitu essstss-d, <0, ea,- d, <0
ilai yaitu R .3, - d,
dan e,a,- d, <0 menggunakan nilai

parameternya r =0.32, K =2.6, a, =1.5,
b,=14, d, =29, e =15 , a,=21,
b, =2.3, d; =3.9 dan e, =0.2 [5], dengan
nilai awal x(0)=0.95, x,(0)=0.85 dan
X;(0) =0.75

Dari nilai parameter yang diberikan
didapat titik kesetim-bangan E, =(0,0,0)
tidak stabil, titik E, =(2.6,0,0) stabil, titik
E, =(0,2.578,0.383) tidak stabil, titik
E, =(6.246,3.518,0) tidak stabil.

Berikut diperlihatkan grafik peru-bahan
dinamika populasi pada model rantai
makanan tiga spesies pada kasus 6.

2 5
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15
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o >0 a0 &0 B0 100
[ 3

Gambar 6. Dinamika populasi dari rantai
makanan tiga spesies pada kasus 6
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7. PENUTUP

Pengaruh kehadiran predator kedua
pada model rantai makanan tiga spesies
untuk kasus pertama didapat dua hasil
yaitu populasi prey, predator pertama dan
predator kedua bertahan hidup secara
periodik untuk waktu yang tak terbatas dan
hasil kedua vyaitu populasi prey dan
predator pertama bertahan hidup secara
periodik untuk waktu tak terbatas dan
populasi predator kedua mengalami
kepunahan.

Untuk kasus kedua didapat hasil
yaitu populasi prey bertahan hidup dengan
jumlah tertentu sampai waktu tak terbatas,
sedangkan populasi predator pertama dan
predator kedua mengalami kepunahan.

Untuk kasus ketiga didapat hasil
yaitu populasi prey meningkat dan
bertahan pada batas kapasitas daya
tampung (carrying capacity), sedangkan
populasi predator pertama dan predator
kedua mengalami kepunahan.
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