
 
121

GEOMETRI PROYEKTIF PG(2, p
n
) UNTUK MEMBENTUK  

RANCANGAN BLOK TIDAK LENGKAP SEIMBANG SIMETRIS 
 

 

Yuni Hidayati
1
 dan Bambang Irawanto

2 

1, 2
Jurusan Matematika FMIPA Universitas Diponegoro 

Jln. Prof. H. Soedarto, S.H., Tembalang, Semarang 

 

 

Abstract A Symmetric Balanced Incomplete Block design with parameters ( )λ,,,, rkbv  is 

Balanced Incomplete Block (BIB) design with bv =  and kr = . Projective geometry PG (2, 

p
n) is the finite geometry of two dimensions over the Galois Field GF(pn). Projective geometry 

PG (2, p
n
) can be used to construct symmetric BIB design if the points of PG(2, p

n
) are assumed 

same with the object of symmetric BIB design and the lines which contain the points from 

PG(2, pn) same with the blocks of symmetric BIB design. 

 

Keywords: Galois Field GF(p
n
), Projective geometry PG (2, p

n
) 

 

 

1. PENDAHULUAN 
 Geometri disebut geometri 

berhingga jika geometri memiliki jumlah 

titik yang berhingga. Elemen-elemen 

dalam geometri berhingga dapat digunakan 

untuk mengkontruksi geometri euclid 

berhingga dari dimensi dua yang 

dinotasikan EG (2, p
n
) dan geometri 

proyektif dari dimensi dua yang 

dinotasikan PG (2, p
n
). PG (2, p

n
) 

digunakan untuk merancang suatu 

Rancangan Blok Tidak Lengkap Seimbang 

Simetris (RBTLSS). 

Rancangan Blok Tidak Lengkap 

Seimbang Simetris (RBTLSS) adalah salah 

satu pengembangan dari Rancangan Blok 

Tidak Lengkap Seimbang (RBTLS). Suatu 

RBTLS dengan parameter (v, b, r, k, λ ) 

dikatakan simetris jika bv =  dan juga 

kr = . 

 

2. GEOMETRI    PROYEKTIF  

     PG (2, p
n
) 

Geometri Proyektif diperoleh dari 

perluasan geometri Euclid EG (2, p
n
). 

Karena setiap dua garis pada PG(2,p
n
) 

harus berpotongan maka harus 

ditambahkan satu titik baru pada EG(2,p
n
) 

yang berkorespondensi ke setiap parallel 

pencil dan posisinya berdekatan dengan 

garis-garis yang berada di parallel pencil 

tersebut. 

 

Teorema 1 [2]  

Geometri proyektif PG(2,p
n
) mempunyai 

12 ++ ss  titik dan 12 ++ ss  garis, yang 

mana setiap garis memuat 1+s  titik dan 

setiap titik termuat di 1+s  garis.  

 

Bukti  
Berdasarkan EG(2,p

n
) yang mempunyai 

2
s  titik dan terdapat 1+s  titik di tak 

hingga (titik yang berkorespondensi ke 

setiap parallel pencil) maka ada 12 ++ ss  

titik pada PG(2,p
n
). Begitu juga dengan 

garis, terdapat ss +2  garis pada EG(2,p
n
) 

dan satu garis di tak hingga yang 

menghubungkan semua titik-titik di tak 

hingga sehingga ada 12 ++ ss  garis pada 

PG(2,p
n
). 

Untuk setiap m tertentu dari GF(p
n
) 

terdapat parallel pencil dari bentuk 

β+= mxy  dengan kemiringan m. Setiap 

garis dari pencil ini mempunyai persamaan 

β+= mxy , yang mana mempunyai harga 

m yang sama untuk setiap garis dari satu 

pencil tetapi harga β yang berbeda untuk 

setiap garis yang berbeda dalam satu 

pencil. Titik-titik di tak hingga yang 

berkorespondensi dengan pencil ini 
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dikoordinasikan oleh m. Selain itu juga 

terdapat parallel pencil dari bentuk γ=x  

dengan kemiringan ∞ . Korespondensi 

antar titik-titik dapat dikoordinasikan oleh 

∞ . 

Garis di tak hingga dinotasikan 

dengan ∞l . ∞l terdiri dari 1+s  titik di tak 

hingga dan tidak memuat titik berhingga. 

Setiap garis berhingga memuat s titik 

berhingga dan titik di tak hingga yang 

berkorespondensi dengan pencil dimana 

garis tersebut berada, sehingga garis 

β+= mxy  memuat titik (m) di tak hingga 

dan garis γ=x  memuat titik ( ∞ ). Jadi 

setiap garis dari PG(2,p
n
) memuat 1+s  

titik. Sedangkan titik berhingga termuat di 

1+s  garis berhingga, yang mana 1+s  

garis berhingga tersebut terbagi merata di 

setiap parallel pencil dan titik di tak 

hingga termuat di setiap s garis dari 

parallel pencil yang berkorespondensi 

dengan titik tersebut serta termuat pada 

garis di tak hingga. Jadi setiap titik dari 

PG(2,p
n
) termuat tepat di 1+s  garis. ■ 

 

3. RANCANGAN BLOK TIDAK 

LENGKAP SEIMBANG SIMETRIS 

(RBTLSS) 

Definisi 1 
Suatu RBTLS dengan parameter (v, b, r, k, 

λ) dikatakan simetris jika bv =  dan kr = . 

 

RBTLSS dapat disajikan dalam bentuk 

matriks yaitu ( )
ijmM = .  

    

Definisi 2 

Matriks ( )
ijmM = , dengan vi ,...,1=  dan 

bj ,...,1=  adalah matriks incidence dari 

suatu RBTLS dengan parameter (v, b, r, k, 

λ) dengan blok-blok bBB ,...,1  dan objek-

objek vmm ,...1  yang didefinisikan sebagai 

berikut : =ijm 1,      jika ji Bm ∈   dan  

               
=ijm 0,     jika ji Bm ∉  

                     

 

 

 

Teorema 2 [2] 

Jika ( )
ijmM = , dengan vi ,...,1=  dan 

bj ,...,1=  adalah matriks incidence dari 

suatu RBTLS dengan parameter (v, b, r, k, 

λ), maka ∑
=

=
b

j

ij rm
1

 dan ∑
=

=
v

i

ij km
1

. 

 

Teorema 3 [2] 

 Jika ( )
ijmM = , dengan vi ,...,1=  dan 

bj ,...,1=  adalah matriks incidence dari 

suatu RBTLS dengan parameter (v, b, r, k, 

λ), maka 

(i). ∑
=

b

j

jij mm
1

α  = r,   jika α=i  , dan         

∑
=

b

j

jij mm
1

α  = λ ,     jika α≠i  .                                                 

                 

(ii). ( )
vv

T
JIrMM λλ +−=                                    

dimana M
T
 adalah transpose dari 

matriks M, Iv adalah matriks identitas 

berukuran vv ×  dan Jv adalah matriks 

berukuran vv ×  yang semua 

elemennya adalah 1. 

(iii.) ( ) ( )rvrNMM
vT +−−==

−
λλλ

1
     

                   ( ) 1−
−=

v
rrk λ  .                            

 

Bukti  

(i) Jika α=i , maka persamaan (i) 

menjadi ∑
=

b

j

ijm
1

2 = r sehingga 2

ijij mm =  

karena 1atau  0=ijm . Analog dengan 

teorema 2. Andaikan α≠i , maka 

1=jij mm α  jika dan hanya jika 

keduanya mij dan jmα  bernilai 1 yang 

mana kedua objek i dan α muncul 

dalam blok j. kemudian ada tepat λ 

nilai dari j untuk kemunculan bersama 

pasangan i dan α dalam blok j. oleh 

karena itu 1=jij mm α  untuk tepat λ 

nilai dari j untuk suatu i dan α tertentu 

dimana α≠i , dan nol untuk nilai-nilai 

yang lain dari j. ini membuktikan (i) 

untuk kasus α≠i . 
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yang diperoleh dengan menambahkan 

1−v  baris-baris terakhir pada baris 

pertama dan mengeluarkan faktor 

( ){ }1−+ vr λ  dari elemen-elemen baris 

pertama. Kemudian mengalikan baris 

pertama dengan λ dan mengurangkannya 
dari baris-baris yang lain, diperoleh: 
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Teorema 4 [2] 
Jika M adalah suatu matriks incidence dari 

suatu RBTLS (v, b, r, k, λ) yang simetris. 

M
T
 adalah matrik transpos dari M. vI  

adalah matrik identitas berukuran vv × , 

vJ  adalah matriks berukuran vv ×  yang 

semua elemennya adalah 1, maka M 

memenuhi 4 relasi berikut: 

( )
vv

T
JIkNMM λλ +−==

  
(iv)                     

( ) vv

T
JIkNMM λλ +−==    (v)                                  

vv kJMJ =
    

(vi)                                                  

vv kJMJ =
              

(vii)        

                                         

Bukti 

Di sini, (iv) adalah bentuk yang 

diakibatkan oleh (ii) mengingat 

bahwa bv = , kr = , Selain itu (vi) 

menyatakan bahwa setiap baris pada M 

memuat k buah elemen 1, ini berarti bahwa 

terdapat sejumlah kr =  blok-blok yang 
memuat setiap objek. Persamaan (vii) 

menyatakan bahwa setiap kolom pada M 

memuat k buah elemen 1, ini berarti bahwa 

terdapat sejumlah k objek dalam setiap 

blok. Jadi, persamaan (v) juga bisa 

didapatkan. Persamaan (v) merupakan 

akibat dari (iv), (vi) dan (vii) [5].    

             

Teorema 5 [2] 

Andaikan M adalah suatu matriks 

nonsingular berukuran vv ×  yang 
memenuhi (iv) atau (v) dan juga (vi) atau 

(vii), maka M memenuhi keempat 

persamaan, (iv), (v), (vi) dan (vii). 

Selanjutnya v, k, λ memenuhi relasi 

)1(2 −=− vkk λ . 

 

Bukti 
Berdasarkan persamaan (iii) 

( ) ( )kvkNMM
vT +−−==

−
λλλ

1
, maka 

kenonsingularan dari M berarti bahwa 

0≠− λk , 0≠+− kv λλ . Misalkan 
diasumsikan bahwa (iv) dan (vi) dipenuhi, 

maka M nonsingular dan 

( ) vvvv

T
kJMJJIkMM =+−=      ,λλ . 

Jika persamaan (vi) dikalikan dengan 
1−M pada sebelah kiri, maka diperoleh 

)()( 11

vv kJMMJM
−− =

,
 

sehingga vv JkMJ
1−=  dengan 0≠k  dan 

vv JkJM 11 −− = . Selain itu 

( ) ( )T

v

T

v kJMJ =  atau 
v

T

v kJMJ = , karena 

T 

r 

r 

r 

r 

MM 

λ λ λ 

λ λ λ 

λ λ λ 

λ λ λ 
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v

T

v JJ = . Dengan vv vJJ =
2

,  maka 

diperoleh 

( ) ( ) v

TT
JMMkMMMM

111 −−− +−== λλ  

       ( ) vJkMk
11 −− +−= λλ  

( ) vv

T

vv vJkMJkMJkJ
11 −− +−== λλ

.
 

Jadi, 

vvv gJJ
k

vkk
MJ =

−

−
=

−
−

λ

λ 1
1 , dimana g  

adalah konstanta. Sehingga                                 

MgJJ vv =  

( ) ( ) ( )vvvvvvvv kJgJMJgJJMgJJvJ ====
2

 

     vv gkvJgkJ ==
2

 

Ini memberikan gkvv = , sehingga 1=gk , 
1−= kg . Tetapi ( ) vkkkg

1−−=− λλ . 

Dengan mengganti 1−= kg  diperoleh 

( ) vkkkk
11 −− −=− λλ  dan mengalikan 

dengan k diperoleh vkk λλ −=− 2 , yang 

sama dengan relasi 

( )12 −=− vkk λ                      

yang akan dibuktikan juga. 

 

Selain itu 
vvv JkgJMJ

11 −− ==  

memberikan MJkJ vv

1−=  atau 

vv kJMJ =  yang merupakan relasi (vii) 

yang ingin dibuktikan. 

Sedangkan untuk relasi 

( )
v

T
JkMkM

11 −− +−= λλ  

jika dikalikan dengan M pada sebelah 

kanan, akan diperoleh 

( ) MJkMMkMM v

T 11 −− +−= λλ                                                    

           ( ) MJkIk vv

1−+−= λλ                                                    

           ( ) ( )vv kJkIk
1−+−= λλ  

           ( ) vv JIk λλ +−=                       

yang merupakan relasi (v) yang ingin 

dibuktikan. 

Sehingga terbukti bahwa untuk M 

nonsingular, (iv) dan (vi) menunjukkan 

dipenuhinya (v), (vii) dan relasi 

)1(2 −=− vkk λ .                      

 

Dengan mengganti M
T
 dengan M, 

dan dengan penjelasan yang sama, maka 

akan dapat dibuktikan bahwa persamaan 

(v) dan (vi) atau (vii) juga memenuhi 

relasi-relasi yang lain.   ■ 

 

4. PG (2, p
n
)  UNTUK 

     MEMBENTUK RBTLSS 

Untuk merancang suatu 

Rancangan Blok Tidak Lengkap Seimbang 

Simetris (RBTLSS) dapat menggunakan 

PG (2, p
n
). 

 

Contoh 

Misalkan terdapat 7 objek 1, 2,…, 7 dalam 

7 blok. ( 7== bv , 3== kr dan 1=λ ) 
Dengan menganggap 7 objek 

sama dengan 7 titik pada PG(2, 2) dan 7 

blok yang memuat 7 objek tersebut sama 

dengan 7 garis yang memuat titik-titik dari 

PG(2, 2), maka persoalan di atas dapat 

diselesaikan dengan berdasarkan Geometri 

Proyektif PG (2, 2). 

Salah satu cara untuk memperoleh 

blok adalah dengan mengidentifikasi 7 

objek (misalkan dinotasikan dengan 1, 2, 

3, 4, dst ) dengan 7 titik dari geometri 

berhingga PG (2, 2).  

Dari titik-titik pada PG (2,2) dapat 

diidentifikasi objek-objeknya yaitu : 

 

Tabel 1. Tabel objek-objek berdasarkan 

PG (2,2) 

Titik-titik dari PG (2,2) Objek 

(1) 1 

(1,0) 2 

( ∞ ) 3 

(0,1) 4 

(1,1) 5 

(0,0) 6 

(0) 7 

 

dan garis-garis pada PG (2,2) ditunjukkan 

dalam Tabel 2. 

 

Tabel 2. Tabel garis-garis pada PG (2,2) 

Persamaan 

Garis 

Titik-titik yang 

dihubungkan 

0=y  (0,0),  (1,0),  (0) 

1=y  (0,1),  (1,1),  (0) 

xy =  (0,0),  (1,1),  (1) 
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y = 1+x  (1,0),  (0,1),  (1) 

0=x  (0,0),  (0,1),  ( ∞ ) 

1=x  (1,0),  (1,1),  ( ∞ ) 

∞l  (0),  (1),  ( ∞ ) 

 

Dari Tabel 2, dapat dibuat rancangan blok-

bloknya yaitu : 

 

Tabel 3. Tabel blok-blok yang dihasilkan 

dari PG (2,2) 

B1 : (6,2,7) B5 : (4,5,7) 

B2 : (6,5,1) B6 : (2,4,1) 

B3 : (6,4,3) B7 : (2,5,3) 

B4 : (7,1,3)  

 

Dari Tabel 3, matriks incidencenya adalah: 

 





























=

0011001

0000111

1010010

0110100

1001100

1100001

0101010

M

 
Disini kolom kedua menunjukkan bahwa 

blok B2 memuat objek-objek 1 5 dan 6 dan 

baris ketiga menunjukkan bahwa objek 3 

muncul di dalam blok-blok B3, B4, B7. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5. KESIMPULAN 
1. RBTLSS dapat dibentuk dari geometri 

berhingga khususnya geometri Proyektif 

dari dua dimensi PG (2, p
n
) atas 

lapangan GF (p
n
).  

2. Geometri Proyektif PG (2, p
n
) 

merupakan perluasan dari Geometri 

Euclid EG (2, p
n
) dari dua dimensi PG 

(2, p
n
) atas lapangan GF (p

n
). 
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