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Abstrak

Tulisan ini membicarakan tentang penerapan boeptstratuk
pemilihan model regresi linier terbaik. Model regjrinier terbaik
yang terpilih adalah model dengan estimasi sesgitauliksi
kuadrat minimal atas semua model regresi yang Rinngaitu
sebanyak 21 model dengan p: banyaknya variabel prediktor.
Metode Bootstrap memilih suatu model dengan menatiam
rata-rata sesatan prediksi kuadrat berdasarkarampsg data
yang dibangkitkan melalui pasangan data dan resiadlemgan
mempertimbangkan juga variabel prediktor yang hlatlisesedikit
mungkin. Pemilihan variabel berdasarkan bootstiegapgan data
dan bootstrap residual dengan n ukuran sampel tbatadalah
konsisten. Dan jika ukuran sampel bootstrap diambidengan
% - 0 andm - o, pemilihan variabel bootstrap juga konsisten.

Hasil dari suatu simulasi dengan SPLUS disajikalardatulisan
ini.

Kata kunci : pemilihan model, bootstrap dan sasptadiksi.

1. PENDAHULUAN

Salah satu model yang sangat berguna dalam berbatgg aplikasi
adalah model linier umum :

y, =x;B+¢,,i=12,...,n (1.2)
dengany; adalah respon ke-i; : p-vektor variabel prediktor yang berkaitan
dengan y B: p-vektor parameter yang tidak diketahui dgn sesatan random.

Masalah regresi linier dapat diformulasikan seb&gaus khusus dari model (1.1)
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tersebut. Jikax; dalam model (1.1) deterministik, maka diasumsikamwee,

independen dengan mean 0 dan variarisiJikax; tersebut random, maka model
(1.1) dikatakan sebagai model korelasi. Dalam sumatdel korelasi,(y,,X; )
diasumsikan independen dan berdistribusi identimgda momen kedua
berhingga dan E(y, |x,) =x,p, 67 menyatakan variansi bersyarat dari y
diberikank; .

Parameter regresp dapat diestimasi dengan menggunakan metode
kuadrat terkecil. Apabila estimasi parameter taedlgbntukan berarti diperoleh
estimasi model untuk respgryang tergantung pada prediktarTetapi beberapa
komponen dari x kemungkinan tidak berpengaruh secara signifikahatap
respony, sehingga perlu dilakukan pemilihan variabel pted. Pemilihan
variabel dalam model regresi linier ini dapat dilklkn dengan beberapa metode :
AIC, Cp, BIC, Jackknife (Validasi Silang) dan Badoép (Shao, Tu, 1995).
Permasalahan yang diuraikan disini adalah peamliimodel yang lebih kompak
yaitu model yang memiliki estimasi rata-rata sesgeediksi kuadrat minimum.
Dan pemilihan modelnya dilakukan dengan menggunakaetode yang

berdasarkan data-resampling yaitu bootstrap. Kabederapa komponen dé#ri

mungkin sama dengan nol, maka model yang lebih kéimpemiliki bentuk:

Yy =XBq *¢, 1.2)
dengana himpunan bagian dari {1,2,...,p}.

Metode bootstrap memilih model dengan meminimalkstimasi rata-rata
jumlah kuadrat dari sesatan predikﬁe atas semuan berdasarkan sampel
bootstrap residual dan bootstrap pasangan dataapextgn yang dibangkitkan
dari fungsi distribusi empiris (Shao, Tu, 1995).

2. PEMILIHAN MODEL DAN SESATAN PREDIKSI

Prediksi nilai respon untuk masa yang akan datsexgra aktual mungkin

tidak tergantung pada semua komporeartinya terdapat beberapa kompofien

yang sama dengan nol (Shao, Tu, 1996). Oleh &atendidapatkan model yang
lebih kompak yang berbentuk :
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Y, =X, By +€,i=12,....,n (2.1)
dengan o [ {12,...,0}. Jika B,danx;, sebagai subvektor yang memuat
komponen-komponen dafi danx; berada dalanm, maka terdapat {21) model
berbeda yang mungkin yang berbentuk (2.1), masiasgjrg terkait dengan suatu
himpunan bagiamx dan dinotasikan dengam. Dimensi (ukuran) darid adalah
banyaknya prediktor dalam (Shao dan Tu, 1995).

Jika A menyatakan semua himpunan bagian dari {1,2,...,p} setiap
komponen darig diketahui sama dengan O atau tidak, maka modekmad
dapat diklasifikasikan menjadi dua kategori :

» Kategori | (an_incorrect modet minimal satu komponen dafl yang
tidak nol tidak berada dalaf, .
» Kategori Il (a_correct modet B, memuat semua kompon@nyang tidak

nol.
Model optimal adalah model (2.1) dengar sedemikian hinggg,, memuat

semua komponeifp yang semuanya tidak nol (model dalam kategorielhghn
dimensi terkecil). Model optimal tersebut tidakketehui karenap tidak

diketahui, sehingga perlu memilih model dari (2bErdasarkan data (),
(Y2,X2), ..., (YnXn) Yang memenuhi (1.1). Jika diasumsikan balawei.d dengan

mean 0 dan varianss®, maka dibawah modet, dengan Estimator Kuadrat

Terkecil diperoleh:

B, = (X,X,) X,y dengary=(y1yz,....Y) danX, = (Xyq, Xz oo X )

Jika dianggap bahwg; : nilai respon yang akan datang untuk suatu nilai
prediktor x;, maka y., =x'mﬁa. Hal ini berakibat bahwa mean sesatan prediksi
kuadratms€Xx; ,a) adalah :

deXf ,G) = E(yf _9&1)2 = 02 + O-lefcx (xlcxxa)_lecx +A(Xf ’a)’
denganA(x,,a) =[x B =, (X, X,) " XB]*.
Jika a dalam kategori Il makaXp=X_,B, , X;B=X,B,dan A(x,,a)=0.

Dengan demikian jikams€Xx,,a) diketahui, maka model optimal dapat dipilih

dengan meminimalkamse€x, ,a) atas semuaa LJA. Model optimal dapat juga
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ditentukan dengan meminimalkan rata-rata dari aasgprediksi kuadrat

mMseX, ,a) atasX={x 1,X2,...,Xn}:

- n 2
ms€a) = %z ms€Xx;,a) =g’ +% +A(a),
i=1

denganA(a) :%ﬂx' (I, -H )XpdanH, =X (X X)X, .

Namun, msex,,a)dan msda) kedua-duanya tidak diketahui. Sehingga

mengestimasiﬁe{cx)lebih mudah dari pada mengestimass€X; ,a) dengan

L L

menggunakarm_se(a) , kemudian memilih model dengan meminimalkﬁe{a)

atasa LJA.

3. ESTIMASI PARAMETER

Jika parameterp merupakan parameter regresi yang akan diestimasi

denganfi , maka di lingkungan boostrafp dapat diestimasi dengaﬁ\*. Untuk

mengestimasi parameter regresi dapat dilakukan ashergeberapa prosedur
bootstrap, antara lain: bootstrap berdasarkan uakidootstrap pasangan data
pengamatan .
Bootstrap Residual

Bootstrap berdasarkan residual (residuals bogjsthigingkat RB (Efron,
1979). Jika diketahui model regresi (1.1) :

y, = x;|3+ai J=12....n
dengany; adalah respon ke-ix; : p-vektor variabel prediktor yang berkaitan
dengan y B: p-vektor parameter yang tidak diketahui dgn sesatan random,

dan apabilax; nonrandom, dengan asumsi balwai.d dengan mean 0 dan

variansi 0. Maka untuk memperoleh estimasi parameter dagakuttan
prosedur bootstrap sebagai berikut :

a. Model regresi (1.1) diidentifikasi sebagai modelkagvaeter, yaitu §,F,),

denganF, merupakan distribusi dagi yang tak diketahui.
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b. Dengan metode kuadrat terkecil, parameferdiestimasi dengarﬁ dan
F. diestimasi dengan fungsi distribusi empiﬁg,dengan mengambil massa
peluang it terhadap rr—-r,i=12,...,n denganr, =Yy, —x;ﬁ merupakan
residual ke-i danr = n‘lzi":lri : Edipusatkan pada O karerfa mempunyai

mean O.

c. Data bootstrap dibangkitkan dari model tersebugder(,F,) diganti dengan
([Ai,IAZE). Dengan kata lain dibangkitkan data independen lomlistribusi
identike, &, ,....e, dari F. dan didefinisikany, =xp+¢ .

d. Dengan metode kuadrat terkecil, dihitungﬁ* berdasarkan data

(2 X0)s (Yo XD (Yo X ), YaitU 2 B = (X' X)Xy
e. Ulangi langkah diatas sebanyak B kali sebagaikagiibootstrap.

KarenakE. (¢;) = 0,untuksetiap i,maka

E.B)=(XX)"XE.(y')=8, (3.1)
dan juga,
var (B7) = (X X)X var (y )X (X X) ™ =53 (X X) 7, (3.2)

denganG® =var@;)=n™ " (1 ~T)*.
Dari persamaan (3.1) dan (3.2), prosedur bootstmapmenghasilkan estimator
variansi dan estimator bias daﬁsi yang konsisten.

Suatu asumsi yang penting untuk bootstrap rekiddalah €, i.id.

Bahkan jika asumsi ini berlaku fungsi distribusipens IA:s tidak didasarkan pada

data i.i.d secara eksak. Estimator (3.2) mempubgatuk secara eksplisit tetapi
tidak sama dengan estimator yang diberikan oleh:

var(p )=(n—fpi rfj(x'xyl, 3.3)

denganr, =y, —x;ﬁ merupakan residual ke-i.
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Estimator dalam persamaan (3.2) bias menurun, kaEa(nTIz)=(l—ﬁ)02,
n

n

dengan k, = p+1—n‘lz?:lzj:lx;(X'X)‘lxj >p=0. Untuk menghilangkan
bias negatif ini, Shao dan Tu (1995) menyatakamMa data bootstrap diambil
dari fungsi distribusi empiris berdasarkair, —7)/\/1-p/n,i=12,....n.

Ketentuan ini masih mengarah kepada suatu estimeaoinsi yang bias
menurun, karenapk> p bilamanar=0. Kemudian data bootstrap dibangkitkan

dari fungsi distribusi empiridﬁf£ dengan mengambil massa peluafnigterhadap
residual yang teratu(r, —1)/,/1-k, /n,i=12,...,n . Maka (3.2) berlaku dengan

d%diganti dengan :

52 =1 i(ri—F)Z.

I‘]_kn i=1

Jikat=0 maka k= p, G° :iniz dan estimator variansi bootstrap unfik
n—=piz

sama seperti estimator variansi tak bias yang itideroleh (3.3). Penetapan 1-
kn/n tidak memberikan dampak substansial terhadama&stvariansi jika n cukup

besar.

Bootstrap Data Berpasangan

Bootstrap berpasangan (paired bootstralisingkat PB, nampaknya

merupakan suatu prosedur yang sangat alami apabilarandom dan
(y,,X;),i =12,...,n, independen dan berdistribusi identik (i.i.d). |dda kasus ini,
untuk mengestimasi parameter regresi dapat dilakpkasedur sebagai berikut :
a. Model diidentifikasi dengan distribusi bersama dgyi,x;),i =12,...,n dan
diestimasi dengan fungsi distribusi empiris dengassa peluang nuntuk
setiap(y;,X;),i =12,..., n
b. Dibangkitkan data bootstrap dari fungsi distribersipiris ini, yaitu :
(¥V1:%2): (Y2:X2)s-- (Vi Xo)
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c. Dengan metode kuadrat terkecil ditentukan estipasimeter regresi :
d' ﬁ* - (X*-X*)_lx*-y* '
e. Ulangi langkah diatas sebanyak B sebagai replid@sistrap.

4. PREDIKSI

Suatu penerapan yang sangat penting dari modgldddlah prediksi dari
respon yang akan datang yntuk suatu nilai prediktor ;xyang diberikan.
Bootstrap dapat digunakan untuk menentukan segatiksi dalam masalah
prediksi titik. Dibawah model (1.1) dengan sesatani.d, suatu prediksi titik
untuky; adalah :

9 =xB,
dan ini dapat dievalusi dengan mean sesatan préai&drat,

mse(x,) = E(y; —¥;)°.

Jika y dan i, Ys,..., Yn independen, maka

mseXx, ) = var(y, ) + varx, ) = 6% +a2x; (X X)X, .

Suatu estimator dari mse(xberdasarkan bootstrap residual (RB) dapat diplero

sebagai berikut. Jika(e;,€,,....£.)dane; i.id dariF., yaitu fungsi distribusi
empiris dari residual yang diatur(r, -1)/{1-k, /n,i=12,..n. Jika
y; =x,p+€ suatu nilai respon bootstrap yang akan datang dan

¥ =x.B prediksi bootstrap dariy,. Maka estimator bootstrap untuk

msdxf ) adalah:
msesoor(x; ) = E.(y; = §)” = va (y;) +vax (x,§)

=07 +0°%, (X X)™x,
n

1k Do(r =T

Ky =

dengarg? =
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KarenaE(G?) = 0” makamseswor(x,) Merupakan estimator tak bias.

Kadang-kadang nilai yang akan datang ingin difpeklan untuk suatu
himpunanX dari %. Apabila %, X2, ....X%, , X% random serta independen dan

berdistribusi identik (i.i.d) maka mean sesatardixs kuadrat adalah:

o’p

ms€Xx, ) = 0” +a*tr[E(X X) " E(x, X;)] = 0° +T +o(n™).

Berdasarkan bootstrap pasangan Efron (Shao dan998),1mengusulkan

estimator bootstrap untukise . Didefinisikan sesatan ekses harapan dengan
— Y 2 1 3 2
e{(yf -y -=>r }
Nz

dan estimator boostrapnya dengan

1 res I, e ena,

e=E.| =Dy —xiB ) == (v —xiaB")

N N5

Dengan demikian estimator boostrapnya adalah:

11 1o,
MmSeoor ==Y 17 +@& . (4.1)
i=1

Dan nilai harapannya adalah :

o 2
E(msesoor) = 02 + % +o(n™).

Jadi estimator bootstrap tersebut hampir tak bias
5. PEMILIHAN VARIABEL

Prosedur pemilihan model dengan bootstrap dapairudikan dari

estimator untul«n_se(a) . Pandang estimator bootstrap berbentuk :

U 1

MSesoor () =

> () ~XeBa)? +8(a) (5.1)

N
dengané(a) : estimator bootstrap dari sesatan ekses harapan :
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_20°p,

()= E{%Z(y X 120 —x;uﬁc,f} i
dengan y; respon yang akan datang pada x yang independgadle .
Jika ﬁa estimator dar'ﬁadi lingkungan bootstrap maka diperoleh :
B = (XaX,) XLy,
untuk bootstrap berpasangan, dan
B = (X Xo) " X,Y,
untuk bootstrap residu, denggif) = (Vi VagreYia) s Vi = XioBy +€
dane; independen dan berdistribusi identik d&r'yaitu fungsi distribusi empiris

dari € dengan massa peluang 1/n. Dengan demikian dijpeestemator bootstrap

dari e(a) untuk bootstrap berpasangan adalah :
. 1 wre o A& . e
e(or)=E{—Z(yi ~XiaBo ) =DV ~XoBy) } (5.2)
N N
dan untuk bootstrap residu :
- 13 C o 1<, - P
&0)= E{HZ(yi ~XiaBo )F 2, —Xml}a)z} (5.3)
i=1 i=1

Estimator bootstrap untuﬁe(a) diberikan oleh persamaan (5.1) deng#a)
yang bersesuaian. Perlu diketahui bahefa) =e (o) tergantung pada ukuran
sampel n. Untuk bootstrap residual perhitunganradeagsung menghasilkan

26°p,

&o) = (5.4)

yang merupakan estimator tak bias asimptotis darsikten untuk €( .) Dan
&(a) dengan menggunakan bootstrap pasangan akan mendelsakanan pada

persamaan (5.4) tetapi penurunannya cukup rumit.

Lebih lanjut untuk mendapatkan prosedur pemilimaadel bootstrap
yang konsisten , dapat juga dipilih ukuran sampel sedemikian hingga
e, (o) dapat diestimasi dengané,(a)dengan m/n- 0 dan kemudian

meminimalkan :
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Ms&oot-m (01) =12(yi -XB,)2 +& (a) atasa LUA. (5.5)
L =

Untuk mengestimasi e, (o) pada bootstrap pasangan , terlebih dahulu

dibangkitkan ~ sampel  berpasangan (y;,X;),(Ys,X5)v-(Y,, X, ) dan

menggunakan :
A _ 13 wrre o 1& . A
em(a)_ E. _Z(y| _Xial}m,a) __Z(yi _Xichm,cx) (56)
N3 m =
denganB:n’u didefinisikan seperti padé’; yang didasarkan pada m pasangan data

bootstrap. Jika m dipilih sedemikian hingga m/®dan m- o maka :

~ 2
ém (q) = Z(I_pq + o(m’l)
m

A2

20°p,
m

Pada bootstrap residual, digunakan secara langsep()= dan

. : 26°
mengestimase, (a) dengan—p“ .
m

6. KONSISTENSI BOOTSTRAP

Teorema 6.1 : (Shao dan Tu, 1995)

Jika diasumsikan bahwg i.i.d danmax h,, — 0 untuksemuax O A,

denganhia = X;a (x;xxa)_lxia '
O
(i) Pandang suatu estimator bootstrapsecor(a) dalam persamaan (5.1)
dengané(a) seperti yang diberian pada persamaan (5.2) uriBulld® (5.4)

untuk RB. Maka, apabila dalam kategori |_(an incorrect moylel

[]

msesoor () = msga) +0, (1); (6.1)

sedangkan apabila dalam kategori Il_(a correct moglel

0 * ot ¢
MS&oor (O() = ||€J! + Zonp“ _E I;llaﬁ + 0, (n_l).
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(i) Jika msewcor-m(a) yang didefinisikan dalam persamaan (5.4) dengan

A2
é,,(0) seperti dalam persamaan (5.5) untuk PBégr?]pi untuk RB. Lebih

lanjut ukuran sampel bootstrap m dipilih sedemilargga

% .0 %max h, — O untuksemuax OA (6.2)

i<n

Maka apabilao dalam kategori I_(an incorrect moiel

[]

mSse&oor-m (o) = ﬁf{d) +0,(D;

sedangkan apabila dalam kategori Il (a correct modlel

[

2 2
MSe&oor-m (01) :M‘F—O P +0, (m_l)-
n m

(i) Lebih lanjut diasumsikan bahweninf inf  A(a)> .0

n a dimkategoril

Maka limP{d .o, dalam kategoril} =0 , dan limP{a zoor =0} < 1

kecuali bilaa ={1,2,...p} dalam kategori Il (a correct mogieHan & o5,

konsisten, vyaitu limP{a =a,} = Iberlaku untuk Ggoor,, dengan
n-oo

A goordand ;o or, adalah  model-model terpilih dengan masing-masing

[] []

meminimalkanmsesoor (a) dan msesoor-m () .

7. SIMULASI

Sebagai suatu implementasi secara praktis dilakgtanulasi terhadap
“data semen” yang diambil dari (Hjorth, 1994) demganenggunakan metode
bootstrap residual dan pasangan data dengan repliaotstrap B=200 dan
B=400, memberikan hasil seperti terlihat pada Tabeibawah ini. Adapun
perhitungan estimasi rata-rata sesatan prediksirat dilakukan dengan program
SPLUS. Variabel prediktor yang terlibat didalam mlodebanyak 4 variabel,

sehingga model yang mungkin seluruhnya ada 15 mbddel 15 model tersebut
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akan dipilih satu model terbaik untuk masing-masikgran dan kemudian dari 4

[]

model terbaik tersebut dipilih satu model yang nié&mmseyang terkecil.

Tabel.1: Estimasmse untuk 15 model yang mungkin

No| Variabel-variabel mse mse-PB mse-PB
dalam Model RB n=13 m=6

x1| x2| x3| x4| B=20Q B=400| B=200| B=400| B=200| B=400
1| x1 119,28 119,14| 110,18| 110,73| 123,17| 122,95
2 X2 85,32 85,11| 78,82| 78,96/ 89,51 90,14
3 x3 183,15 183,18| 169,26| 168,58 190,98| 190,25
4 x4 | 83,29| 83,26/ 77,04 77,30 86,87 86,74
5] x1| x2 5,69 5,71 525 5,25 5,88 5,81
6 | x1 x3 120,03 120,24| 111,08| 110,80| 122,92| 121,43
7 | x1 x4 7,30 7,35 6,80 6,79 7,37 7,52
8 X2 | X3 40,68 41,09| 37,61 37,500 41,73| 41,44
9 X2 x4| 84,624 85,61 78,07 78,41| 85,27 85,11
10 x3| x4| 17,1 17,26/ 15,84| 15,93| 17,70 17,42
11| x1 | x2 | x3 4,89 4,86 4,57 4,53 4,59 4,52
12| x1 | x2 x4 4,82 4,83 4,49 4,52 4,58 4,47
13| x1 x3 | x4 5,12 5,16 4,84 4,78 4,85 4,89
14 X2 | X3 | x4 742 7,46 6,91 6,96 7,09 7,27
15| x1 | x2 | x3| x4| 4,95 4,90 4,61 4,64 4,14 4,02

Dari Tabel diatas diperoleh model terbaik untuk im@snasing ukuran sebagai
berikut.
* Model terbaik dengan 1 prediktor: y = 117,57 — 44
e Model terbaik dengan 2 prediktor: y = 52,58 + X4 # 0,66 x2
e Model terbaik dengan 3 prediktor: y = 71,65 + 1x45+ 0,42 x2 — 0,24 x4
* Model terbaik dengan 4 prediktor: y = 62,41+1,55%5#x2+0,10x3—

0,144x4.
Dengan mempertimbangkan sesatan prediksi dan prassimonius (melibatkan
variabel prediktor sesedikit mungkin) dapat dipihtu model terbaik dari 4
model tersebut yaitu :

y=7165 +1,45x1+0,42x2—-0,24 x4 .
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8. KESIMPULAN

Model regresi terbaik merupakan model regresi yamgmiliki
kemampuan prediksi terbaik, yaitu memiliki estimeafa-rata sesatan prediksi
kuadrat minimum dengan melibatkan variabel prediksedikit mungkin. Dari
hasil simulasi dengan menggunakan metode bootssgual dan bootstrap data
berpasangan diperoleh model terbaik untuk masirgiargaukuran adalah sama,

baik untuk ukuran sampel bootstrap n maupun m.
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