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Abstract

In this paper, we talk about Hankel Operatod aklankel
Matrix. Operator |F[z] -z 'F[[z"]]

defined by H(f)=mt_(gf) is called the Hankel Operator. Hankel
Operator can be represented by a Hankel matrix.
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1. PENGANTAR

Aljabar linear memegang peranan penting baik dalkioang sains
maupun teknologi (Howard A, 1981). Secara khusuuiige mendalami topik
Operator Hankel dan Matriks Hankel. Hal yang metstkakangi pemilihan topik
matriks Hankel sebagai bahan yang dipelajari adkéabna hubungannya yang
erat dengan masalah-masalah sains dan teknologughya yang berkaitan
dengan teori sistem linear (Brewer, 1976).

Fuhrmann (1996) dalam bukunya yang berjusiutPolynomial Approach
to Linear Algebra menulis materi Operator Hankel dan Matriks HanRenulis
mempelajari kembali apa yang dituliskan Fuhrmaaum mhemberikan bukti yang
lebih detail pada teorema dan akibat-akibatnyaaulb®e juga menulis contoh
aplikasi dari Eising (1981).

2. CARA PENELITIAN

Cara penelitian yang dilakukan adalah studi literatilik pribadi, milik
Perpustakaan Jurusan Matematika dan PerpustakkaltasaMIPA UGM.
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3. OPERATOR HANKEL DAN MATRIKSHANKEL

Notas 3.1.1

Berikut akan dituliskan notasi-notasi penting yaigunakan tulisan ini.

Notasi Arti

. OperatorTt.

s Operatortt_

F((ZY) Himpunan semua jumlahan tak hingga dengan $ieefianggota

lapangan F damdeterminates z dan 7

Flz] Himpunan semua polinomial dengadeter minates z

FlIzY] Himpunan semua jumlahan tak hingga dengan kieefianggota

lapangan F daimdeterminates z*

F(z) Lapangan fungsi rasional p/q, dengan p,q @tagg[z]

F (2) Himpunan semua fungsi rasional p/q, denggrapggota F[z] dan
deg p <deg q

Ty Operator proyeksi dengan indeks q

Xq {mf| fOF([z]}

X {r/d| deg r < deg d}

Hg Operator Hankel H dengan indeks g

Definisi 3.1.1

1.

Didefinisikan ~operator T: F(Z%)) - F((Z') dengan rumus

mIijz‘Ezoszi dan ™ : F(ZY)) - F(ZY)) dengan rumus
]:

jJ= - =

n__zn:szj:_ijzj

j= - o j= - o

Misalkan g(z)= Z g, z! OF((z%). Didefinisikan operator Hankel g

j:—oo

Flzl- z' F[[z"]] dengan rumus Kf)=1t_(gf) untuk {1 F[z]
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3. Didefinisikan operator .S: F[z] - F[z] dengan rumus.Sf)=zf dan operator
S_: 7' F[zY] - z* F[zY dengan rumus S_(Am_ (zf).

4. Untuk iz F[[zY]], didefinisikan p.hFt_(ph).

Teorema3.1.1

Misalkan g F((Z%)

1. Hg: F[z]- Z* F[[z"]], Hy merupakan homomorphisma F[z]-modul.

2. Sebarang homomorphisma F[z]-modul dari E[zlz* F[[z}]] merupakan
operator Hankel.

3. Misalkan g,g0 F((ZY) makaH, =H_ jika dan hanya jikagg.lIF[z].

Bukti :

1. Hg: F[z]- 1 Fl[ Y], Hy merupakan homomorphisma F[z]-modul sebab
Hy (afi+pfy) = m gfi+pf) = 1 gafi+ mm gBf, = am gfh + Brigh =
aHgf1+BHf .

2. Ambil sebarang H homomorphisma F[z]-modul dari E[zF™* F[[zY]]
Dengan menyajikan H(1)=g dan ambil sebararnig[z]
didapat H(f)=H(f.1)=f.H(1)=f.g7_(fg) =mt_(gf)= Hy(f).

3. H, =H,, jika dan hanya jikagg.LIF[Z]

Dari H, =H, maka diperoletH, -H, = 0SelajutnyaH, -H, =H

%-0;
sebab

Hopog, () =T 01:02) = T @if)-T(@e= Hy (0 —H, () =H, —H, ()
Sifat akan terbukti bila sifat 20 < glJF[z] terbukti.

=N

Diketahui H=0, artinya H(f)=0, untuk setiapdF(z]

Hq(f) = 1t_(gf)=0, maka gf=0, untuk setiaplff[z]

Didapat 0=gfIF[z] dan fIF[z], disimpulkan §IF[z]

U

Diketahui gJF[z] . Akan dibuktikan (f)=0, untuk setiap{F[z]
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Ingat Hy(f) = 11_(gf). Karena F(z)=F[Z]F_(z) dan gfIF[z] maka
1t_(gf)=0, untuk setiapdF[z]
Hg(f)=0, untuk setiapiF[z]
Disimpulkan H= 0L
Selajutnya perhatikan persamaan dibawah ini :
Hg Si(f)=1t_(9Sf)= 1t_(gzf)=1t_z(gf)=mt_(zf).1t_(gf)= S_ H(f)
didapat HS.()= S_Hy(f), persamaan ini merupakan persamaan fungsional

operator Hankel.

Akibat 3.1.1

Misalkan gIF((z%)) maka H:F[z] - z'F[[z""]] tidak invertibel

Bukti :

Andaikan H invertibel. Dari HS.= S_H, didapat HS:Hs'= S_, artinya Sdan
S _similar.

Perhatikan bahwa F(8) =F[z]O zZ'F[[z™]]

S f0 F[z]— zflF[z]

S_ O Z'F[[zY] —~ m_ (A0 Z*F[[zY]], sehingga $=S|F[z] dan S_=S['E[[z}]].
Karena F[z]nz'F[[zY]]={0}maka S:nS_={0}, akibatnya S = $IS_.

S_ tidak injektif sebab Ker 8{0}. Alasan Ker S #{0}sebagai berikut :

Ambil sebarang MKer S maka S_(v)=0.

Ingat VI Z*F[[z’}]], artinya

-n+l

— 51 -n
v=<2 ("'+g—nz +g—n+1z +""+g—1)
v=g_,2"+g 2"+ 40,2
g—n g—n+1 g—l

-n+l

—_ -n
zZv=..+g_,Z"+9g_ 2" +..+0,

Perhatikan S_(V)#_ (zv)=...+g9_,2" +0_,., 2" +..+ 9,27,

Karena S_(v)7t_(zv)=0, maka ...¢_,z"+9_,,z"" +..+9,27°=0

Didapatg_, =09_,,y =-..... =g,=0

Jadiv=7" (...+0+0+...+g,)=z" g1 #0.Terbukti Ker S£{0}.

Sedangkan Snjektif karena Ker $={0}. Alasan Ker S ={0} sebagai berikut :
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-n+l

Si(V)=zv=...4g_ 2"+ g,z ™ +..+0,

Jika S(v)=0maka ...Tg_, = 0_,;y =---e =g,=0

Ambil v Ker S, , maka $(v)=zv=0, akibatnya v=...8.z" + 0.z +...+ 0=0
Jadi Vi){0}.

Ambil sebarang {0}, maka v=0 maka S(v)= S.(0)=0. Jadi VIKer S..
Diperoleh bahwa S_ tidak injektif dan. $jektif, akibatnya $ dan S_ tidak
similar. Kontradiksi didapat maka pengandaian diargdan didapat §itidak

invertibel

Teorema 3.1.2 (Kronecker)
1. Operator Hankel imempunyai rank berhingga jika dan hanya jika gg#in
rasional.

2. Jika g=p/q dengan p,q koprima maka KefH#qF[z] dan Im Hq=X9.

Bukti:
1. Operator Hankel imempunyai rank berhingga jika dan hanya jika gg#in

rasional

=

Diketahui H, mempunyai rank berhingga

Andaikan g tidak rasional, mak&lg[z].Ingat Hy(f)= m_ (gf).

Karena ¢F[z] maka gf]F[z], akibatnyart_(gf)=0. Berarti H(f)=0 dan

Im Hy ={0}, artinya Hy tidak mempunyai rank. Kontradiksi dengary H
mempunyai rank berhingga. Jadi pengandaian diing&doukti g rasional.

U

Perhatikan bahwa F(z)=F[ZF_[Z]

Misalkan g=p/q maka p(f)= 1t_ ((p/q)f)=Tr_ (pf/q)

pf/qUF[z] maka mt_ (pf/q)JF_[z]. Jadi 1t_ (pf/q) merupakan polinomial
berbentuk r/q dengan deg r < deg Q.

Hy(f)= 1 ((p/a)f)=T_ (pf/q)={r/q | deg r< deg q}= X

Perhatikan bahwa (X4 dan dim X = deg q
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Jadi dim Im H = dim X, = deg q < ~. Kesimpulan rkgHberhingga.
2. Dari butir 1 didapat dim Im = dim X; sehingga Im g Xq
Selanjutnya akan dibuktikan Kepgl=qF[z]. Ambil sebarandgf qF|[z]

f=q.(@o+0uZ" +...40,Z")=(Bo+BazZ" +...4BnZ").(Qo+0Z" +...+0,Z")

m+n

:[30G0+([31G0+BQG1)21 + ...t z [3i0(,- zZmn
=612 .m
j=012.n

Hoio(N= 10 ((p/q)H)=TL_ (p/q).TL_(f)= TL_ (p/q). 0=0. JadidKer Hyyq

Ambil sebarangiKer Hyyq,

maka Hy(f)= 1_((p/q)f)=0. Karenat ((p/q)f)=0 maka (p/q)f tidak memuat z
pangkat negatif.

(p/9)f=yo+yiz* +...+ynz" denganyi OF

f=(a/p) Yoryiz' +...+ynZ" =0.( §ot+yiz* +...+ynZ")/p). Perhatikan bahwa

(Yo+yiZ' +...+ynZ")/pOF[z] sebab pf dibagi q sisanya 0, berarti q|pf.arp,q
koprima maka g bukan pembagi p, artinya q|f. JadHz].

Selanjutnya akan dicari matriks representasi opetdankel H:F[z] -z
'Fl[z"]] dengan H(f)= m (gf), untuk g = g,z OF((z")) khusus yang
j=1

indeksnya positif,
Basis F[z]={1Z",....7",... }
Basis Im H = Basis Im H;; =Basis X =Basis{r/1 | deg r < 0}=

Basis{o1z! +0,z2 +...+002" |oi0OF, o, 20,00z }={z * .22 ,...nz" ...}

Ho(1) =1 (9.1) :T[_(i 9,27 )=qzt + @z’ +..+gz" +...

=

H(2) =1L (92) =n(Y 9,27 2) =1L (F0,27") = gz* + gz? +.+
=1 j=1

On+1Z " +...

Hyo(Z®) =T (9. 2) = n_(i 9,27 .2 =m_( igjz‘“z) =gzl + qz?+.. .+
= =)

gn+2z_n +...
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maka matriks representasi operator HankglF[—zl]az'lF[[z'l]] dengan H(f)=

9 0, s

9, 93 9,
1 _(of) adalah H¥g, g, g5 ....|.- Selanjutnya sebarang matriks tak hingga

(gj) dengan g=gi+-1 disebut matriks Hankel.
Dengan menyebut operator Hankel sebagai matrikkélaiak hinggga maka
teorema 3.1.2 dapat ditulis kembali sebagai terc&mha& berikut :

Teorema 3.1.3
Matriks Hankel tak hingga H mempunyai rank hingiia dan hanya jika
9(z)=) 9,z" adalah fungsi rasional.
=1
Definisi 3.1.2

Diberikan fungsi rasional sejati g, didefinisikaerajad Mc Milan dinotasikan

sebagabd yaitu d(g)=rank Hg.

Teorema3.1.4

Misalkan g=p/q dengan p,q koprima dengan g furgsional sejati maka(g) =
deg q

Bukti:

Dengan teorema 3.1.2 didapat IrgqH X? dan d(g) = rank H = rank Hyq =
dim Im Hyq = dim X*=deg q.]

Teorema 3.1.5
Misalkan g =p /g fungsi rasional dengan gan g koprima maka

1. ImHg,, OImH +ImH, dand(gi+g)< d(di)+ d(0)

g
2. O(g1+a)=0(a1) + &(g2) jika dan hanya jika;gq 2 koprima
Bukti :
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1. Akan dibuktikan ImH,, . OImH_  +ImH

Perhatikan bahwa

ImH, = X%, ImH, = X%,
IM H g, (T (ar+g2)f |  OF[2]}

Ambil sebarang f1 Im H maka f31_( g1 +gp)h, untuk suatu [F[z]

9:;%0, !
f=m_( qi+g)h=mt_( qth+gph) =mt_( guh)+1t_(h)= H, (h)+H (h)
Jadi fO Im Hgl+lm ng

Akan dibuktikand(g:+g)< &(g1)+ 8(ge), artinya harus dibuktikan

rank H, ., <rank H, + rank H
1192 91 92

g

dim (Im Hg,, )<dimIm (H, )+ dim (ImH, )

91+02
dim (_( q+g2)F[z]) < dim X%+ dim X%

dim (m_( st )F[z]) < deg g+ deg g.
Perhatikan lagi bahwa

T (( @+ @)f) =T arf+gaf) =T (rf) +70 (o) =n_(% f) +n_(%f>.

1 2

Jadi dimm ((g+@)f) = dimm (22 ) +1 (P2 ) < deg g+ deg q.

1 2
Terbukti 8(gi+g2)< &(g)+ &(Qy).

2. Akan dibuktikand(g:+g)= 0(g1)+ &(g2) jika dan hanya jika;gq » koprima
=
Diketahui d(g1+g2)= d(g1)+ 8(g2), artinya dim (Im H ., )= dim X%+ dim
X 92
Andaikan g,o tidak koprima maka Im H,, # X %%,
berarti dimIm H,,  # dim X%,
Selajutnya diperoleh

dim (Im H_,. )% dim X%+dim Im X% . Kontradiksi dicapai, pengandaian

91+02

dingkar sehingga terbuktygp, koprima.
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O
Diketahui g, koprima, akan dibuktikad(gi+g)= 0(g1)+ &(g2).

Pada umumnya berlaku Im B OImH_ +ImH_

Untuk membuktikan Im H,, =ImH_ +Im H_, tinggal ditunjukkan bahwa

ImH, +ImH, OH ., . Ambil sebarang Im H, + Im H  ,maka f={+f,,
dengan{OIm H = X%, dan $00Im H, = X%, sehinggad X+ X*®.

Karena g,0p koprima maka X %= X%+ X%,

Jadi 1 X* % artinya f1 Im Hyuq, - Terbuktilah Im H . =1Im H,  + Im

H

92’
artinya terbukti pula dim (Im H,, )=dim( Im H, )+dim( Im H_ ), sehingga
terbukti
rank H, ,, =rank H, +rank H, , terbuktid(gi+g)= 8(g1)+ d(dz).”

Berikut ini akan disajikan suatu penerapan matkikskel dalam teori
realisasi. Sebelumnya akan dituliskan dulu defingsilisasi dan hal-hal terkait
yang perlu diketahui.

Definisi 3.1.3

Diberikan ring komutatif R. Sistem (H,F,G) dengamndtriks atas R bertipe pxn,
F matriks atas R bertipe nxn, dan G matriks atasifpe nxm yang memenubhi
Mi=HF'G, dengan i% disebut realisasi untuk { M. Selanjutnya koleksi
matriks { M; } disebut pemetaan input-output atau pemetaadarosetiap M

adalah matriks bertipe pxm.

Definisi 3.1.4

Misalkan  Ei=Baris ke i dari In, W adalah himpunan seluruh fungsi
w{l,2,...,n} -{1,2,...,n}, dan R, adalah matriks bertipe nxn dengan baris kg i P
= Eu(i). JikawW, bijektif maka R, disebut matriks permutasi.
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Contoh berikut merupakan aplikasi matriks Hankellagia proses
penentuan realisasi pemetaan i/o pada sistem aayang diberikan oleh

Eising(1981).

Contoh 3.1.1
Jika diberikan pemetaan i/o ={Matas Z sebagai berikut

e 3 ] we [2 3 -

i/o ini.

=0. Akan dihitung ralisasi pemetaan

Mula-mula ditulis pemetaan i/o sebagai matriks kéhn

1M2
M, M,
M= M, M,

2-21122/1 [2-222
MzMMZ_ZO 11 2 0 11
2271M, M, 227 [oo]|" |2 2 00

11 00 1100

Perhatikan bahwa rankJd= 2.
Selanjutnya dikerjakan proses faktorisg$iMx V=[A,0] hasilnya diperoleh (Ari
Suparwanto, 1998),

2.222|[1 1 -10] 12000
50111/00 10/_|2100
2200/l0-12 172200
1100/l00 01||1100
MM22 V L A i
H = [1,0] |\/|2,2v['2
2-222|[1 1 -107[10
h-[1000]|2 01100 1 0fl01|[20
0100/[|2 2 00ll0-12 1]l00|7|21
1100[/l00 0-1/|00
AF = [o( Mz,z)v['d
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20 2200(|1 1 -10(|10
% % F= (1) % 8 8 8 _01 % 2 8 % . Dengan menyelesaikan persamaan ini
11 0000||0O O O 1||00O
A Mo(Mzy2) Vv
: 11
diperoleh F 1 _1}
|2
AG =T] szz[o}
20 2-222(|10
% % G= % 8 % % 8 (1) . Dengan menyelesaikan persamaan ini diperoleh G
11 1100(|00

4. KESIMPULAN

Misalkan ¢ F((z')) Operator H : F[z]- z' F[[z']], dengan rumus i
(H=mt_(gf) disebut operator Hankel. Operator Hankel dapaakili oleh matriks

Hankel.
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