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Abstrak

Misalkan M himpunan tak kosong d&nhimpunan operasi biner
assosiatif pada M. Jika untuk setiap 3 00T dan untuk setiap X,
y,z O M berlaku (ay) Bz = xa(yBz), maka M disebut semigrup-
I". Dalam tulisan ini akan ditunjukkan bahwa jikal I' dan untuk
setiap xJ M ada y, Z1 M sedemikian hingga x =oyz, maka untuk
setiapp O " ada b1 M sedemikian hingg® = aba.

1. PENDAHULUAN

Misalkan M himpunan tak kosong dan A himpunsemua operasi
biner assosiatif pada M Dalam tulisan iniarakdiperhatikan secara khusus
untuk operasi-operasti, B [0 A dengan sifat untuk setiap X, y,[Z M,
(xay) Bz = xa(yBz).

Misalkan ' O A sedemikian hingga untuk setiap 3 O dan
untuk setiap x, y, ZI M memenuhi (&y) Bz = xa(yBz), maka M terhadap
membentuk semigrup- Untuk setiapa O, M dan a membentuk suatu

semigrup, yang disebunter-related semigrupF ditulis denganM .

Dalam tulisan ini akan ditunjukkan bahwaajika 00 dan untuk
setiap XIM ada y, z[OM sedemikian hingga x =og (atau MM =
M), maka untuk setigp OO0 ada b M sedemikian hingg® =aba.

2. ELEMEN PEMBANGUN DALAM SEMIGRUP-T

Untuk membahas lebih lanjut perlu didefinisikenengenai kesamaan

dua operasi biner.
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Definisi 1

Misalkan M himpunan tak Lknsong sedangken dan [ operasi-

operasi biner pada M, = B bila uw. aanya bila untuk semua xJyM,

xay = xgy.
Dan berikut ini didefinisikan tentang opergsida operasi biner.

Definisi 2
Misalkan M semigrupF, a, B, y O dan al M. Didefinisikan aa = y

bila dan hanya bila untuk setiap ]y berlaku :

Xyy

x@aB)y
(xaa)By
xa(aBy)

Dari definisi 2 di atas elemen-elemen M dapi@pandang sebagai

operasi biner pada.

Contoh :

Misalkan M z{a,b,c} danl = {G'B,Y}

Dengan

ala b c B |la b ¢ y |a b C
ala b c al c a b a b c

b |b c¢c a b | a c b c a B
c |c a b c| b ¢ a c a b

dari sini diperoleh

(aBy) |a b c
c a b
a b c¢
b ¢ a

Jadiaby =
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Selanjutnya theorema berikut menunjukkan bahyka M semigrup-
I dan a O I' sedemikian hingga, ada elemen identitadalam M untuk

a, maka setiap elemein dapat dibangun oleh.

Theorema 1

Jika M semigrug- dan a 0O I' sedemikian hingga ada @ M di

mana untuk setiap X1 M, aox = xaa = X, maka untuk setigp 00 I' ada

b 0 M sedemikian hingg$ = aba.

Bukti
Misalkan B elemen sebarang di dalam dan b = @a, maka untuk

setiap x, yd M

x(aba)y = (xb)ay
(xa(aBa)) ay
((xaa) Ba) ay
(Ba)ay
xB(aay)
= Py

Jadi B = aba.
Selanjutnyaa O I' seperti dalam Theorema 1 tersebut diselmmbangun
(generator) elemen-elemdn

Selanjutnya muncul pertanyaan elemen-elerfieryang bagaimanakah
yang mempunyai elemen identitas di dalam M Remma-lemma dan

theorema-theorema berikut mencoba akan menjgyeaimasalahan tersebut.

Lemma 1
Misalkan M semigrup- dana O T, jika untuk setiap XJ M ada v,z
0 M sedemikian hingga x =ayg, maka ada d1M sedemikian hingga

untuk setiap x(OM ada y, zOM sedemikian hingga x = o#a)z.
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Bukti

Akan dibuktikan dengan kontradiksi. Andaikantuk setiap all M
ada x[ M sedemikian hingga untuk setiap y[ZM, x # y(aaa)z. Ambil
sebarang u1 M, maka ada a,Z1 M sedemikian hingga u =aa. Untuk a
OM tersebut ada X1 M sedemikian hingga untuk sebarangIy, berlaku
© X # ya (a0z) =you. Karena y dan u sebarang, maka ada xens&wn
hingga x # yau kontradiksi dengan hipotesisnya. Jadi ada a O M
sedemikian hingga untuk setiagxM ada y, zI0 M sedemikian hingga x =
y(aaa)z. Misalkan MM = {xO M|x = wyuz, y,zO M} dan M@ao)M =
{xOM|x = y(@an)z, y,z[0 M}. Maka Lemma 1 ekuivalen dengan pernyataan

jlka MaM = M, maka ada &l M sedemikian hingga M@x)M = M.

Lemma 2
Misalkan M semigrupF dengana [0 ' dan al M. Jika x [
M(aao)M maka xix O M(aao)M.

Lemma 3

Misalkan M semigrupF dengana 0O ', a O M dan misalkan Ma
= {xOM|x = yua, ydOM} danaM = {xOM|x = ay, yld M}
Jika x # M aa dan x[0 aoM, maka x [0 M(aaa)M.
Bukti

Misalkan x # Maa dan x[ aoM, maka untuk semua y,@Z M, x #
yaa dan x# anz. Sehingga :

xax # (yoa)(aaz)

= y(an)(aoz) O M(aaa)(aoM) O M(aaa) M
Jadi xax 0O M(aao)M. Dan menurut Lemma 2, makal(kXM(aaa) M.

Pernyataan Lemma 3 tersebut ekuivalen dengamyataan jika
x O M(cao)M, maka x [ Maa atau x[O aoM. Sebagai akibat langsung

Lemma 3 tersebut diperoleh pernyataan jikaddjM = M, maka Mxa =
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M atau aM = M. Dari Lemma 1 dan Lemma 3 diperolakibat

sebagai berikut :

Akibat

Misalkan M semigrupF dana O . Jka MoM = M, maka ada a
0 M sedemikian hingga o = M atau Mxa = M.

Selanjutnya dalam tulisan ini hanya akan membalmskupernyataan
jka MaoM = M, maka ada & M sedemikian hinggaod = M dan Mia
= M. Sedangkan untulaM # M dan Mxa = M atau sebaliknya belum

dibahas dalam tulisan ini karena mempunyaidpkatan yang berbeda.

Theorema 2

Misalkan M semigrupF dana 0O IN'ba O M dengan @aa = a.
1. Jika aM
2. Jika Mna

M, maka untuk semua X M, aox = x dan x(O M

M, maka untuk semualX M, xaa = X.

Bukti

Akan dibuktikan untuk bagian 1, sedangkan idag2 analog.
Andaikan ada X1 M sedemikian hingga oa # x. Dan misalkan x =oa
dengan z# x. Maka diperolehax = ao( anz) = (axa)oaz = az = X,
kontradiksi. Jadi untuk semuaX M aox = X.

Sehingga menurut akibat Lemma 1, Lemma 3 ddmeorema 2
tersebut jika MM = M dan all M dengan @a = a, maka a merupakan
elemen identitas untula pada M. Dan menurut Theorema 1, maka
menjadi pembangun bagi elemen-elenfien

Selanjutnya timbul pertanyaan, misalkan®M = M apakah ada &l
M sedemikian hinggaoea = a dengan b = M danaM = M. Jika
permasalahan ini terjawab, maka untek 0 ' dengan MM = M
merupakan pembangun bagi elemen-elemeryang lain. Namun sebelum

menjawab masalah ini akan dibahas lemma uteiid dulu.
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Lemma 4
Misalkan M semigrupi, dan a [ I dengan MM = M. Dan
misalkan A ={a 0 MlaO M = M dan Ma = M
Jika all A dengan a@a # a dan untuk b1 M dengan :
1. aab = b, maka bJ A
2. aab = a, maka ] A

Bukti

1. Andaikan b0 A. Dan misalkan a =dy, y 0 M, maka (01
= a(bay) = (ab)ay = boy = a, Kontradiksi. Jadi ] A.

2. Andaikan @M # M.

Dari pengandaian ini ada dua kemungkinafl lBoM atau al] baM.

a. Misalkan aldbaM, maka ada yJ M dengan a =dy. Dan misalkan
X sebarang elemen M dengan x ez,az 0 M. Maka diperoleh x =
a0z = (lmy) oz =ho(yaz) O baM. Karena x[0 M sebarang, makaa
= M kontradiksi, jadi albaM.

b. Misalkan a[ baM. Sehingga untuk setiap KI M, a # bax. Sehingga
untuk setiap x(J M

aox = (anb)ax
= a(bax)
z aa = C
Jadi ¢ =aa O aM. Kontradiksi dengan &l A.
Jadi mM = M. Untuk menunjukkan b = M analog. Jadi @ A.

Theorema 3 berikut akan menjawab permasalalazag timbul di depan.

Theorema 3
Jika M semigrupf dan jikaa O I' dengan MM = M, maka ada a

0 M sedemikian hinggaca = a dengan &%¥a = M atau @M = M.
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Sebelum membuktikan Theorema 3 ini perlu atigl lagi bahwa
dalam tulisan ini hanya akan dibahas untalsuk Mia = M dan aM =

M, sedangkan untuk kasus yang lain akanhdibgpada tulisan lain.

Bukti

Dari Lemma 3 diperoleh jika &M = M, maka terdapat K] M
sedemikian hingga oM = M atau Mib = M. Seperti dijelaskan di atas
dalam tulisan ini akan dibuktikan untuk kasM&b = M dan bM = M.
Jika b = b, maka bukti selesai.

Misalkan b # b. Karena ®M = M, maka ada & M
sedemikian hingga da = b. Dan misalkan a =oly 0 Mab, maka

a = b

ya(baa)

(yab)aa

= aa
Jadi untuk al M dengan ba = b, maka e = a. Dan dengan Lemma
4(2), maka & M = M dan Mxa = M. Theorema terbukti.

Sebagai akibat langsung dari Theorema 1, rEne® 2 dan
Theorema 3. Jika M semigrup-dana [0 ' dengan MM = M, makaa
merupakan pembangun bagi elemen-elerfienyang lain. Dan elemen ini

disebut elemen pembangun (generdiopada semigrug-.
3. KESIMPULAN

Misalkan M himpunan tak kosong déanmerupakan himpunan operasi-
operasi biner assosiatif pada M sedemikiargganuntuk setiap,3 O dan
untuk setiap x,y, Z1 M berlaku (xiy)Bz = xa(yBz), maka M merupakan
semigrupF. Jika o O dengan MM = M maka setiapf 0O T dapat
dinyatakan dengaf = aba dengan bl M.
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