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Abstract

The research is carried out to build stochasticehérm cluster birth-

death process with two sexes on Yule-Furry proc#sse the formula or
stochastic model from that stochastic process tigresented yet, where
as a lot of phenomena are represented about thelhasttic process.
Model development is basically to find postulatenfoand differential

equation. The final results of this research argtyate and differential
equation from stochastic process, partial difféaetniequation for

transition probability generating function, andnfomoment generating
function.

Keywords :stochastic process, cluster birth-death proceske-Furry
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1. PENDAHULUAN

Salah satu proses yang spesifik dari proses sthkadalah proses stokastik
dengan waktu kontinyu dan ruasgte diskrit. Proses ini disebut dengan proses cacah,
sedangkan proses cacah yang berupa suatu modétmiamena alam dinamakan proses
Poisson. Salah satu pengembangan dari proses o&étaah mengijinkan suatu
peristiwa yang terjadi pada selang waktu tertebéugantung pada banyaknya peristiwa
yang telah terjadi, contoh dari fenomena ini adplases kelahiran, proses kematian, dan

proses kelahiran-kematian.

Proses kelahiran-kematian yang telah banyak dibaladem literatur adalah
proses kelahiran-kematian murni, diantaranya paddor (1984), Papoluis (1984), Cox
dan Miller (1987), Srinivasan dan Mehata (1988), Bhattacharya dan Waym

(1990) Sementara itu, banyak fenomena yang ditemukanlagangan dapat
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menggambarkan suatu keadaan dimana suatu perdaiped terjadi secara serentak atau
bersamaan dalam selang waktu tertentu, misalny@ swases memecah diri dan mati
secara serentak yang terjadi dalam selang waktentar atau terjadinya konsentrasi
individu pada suatu ruang tertentu dan pada waktteritu juga, yang diakibatkan
kedatangan dan kepergian individu secara bersarfaamulaan ini tidak lain merupakan
gambaran dari proses kelahiran-kematian kelompo&mudian, di lapangan juga
ditemukan kenyataan bahwa suatu individu (makhlgkig) dapat dibedakan atas dua
jenis kelamin, yaitu perempuan dan laki-laki. Okalnena itu, perlu kiranya untuk dikaji
suatu model stokastik dari proses kelahiran-kemakalompok dengan dua jenis
kelamin, melalui penurunan secara matematis sehinggdel yang diperoleh dapat

mencerminkan fenomena di lapangan.
2. TINJAUAN PUSTAKA
2.1 Proses Poisson

Proses Poisson dapat didefinisikan dengan beb@agialat seperti tersebut di
bawah ini (Taylor, 1984).

Definisi : Sebuah proses Poisson dengan intenditdsadalah suatu proses stokastik

dengan nilai bilangan bul@i(t);t = 0}, dimana

() Untuk setiap titik waktu = 0 <t;<t, < ... <t,, maka proses inkrementdl(t,)-
N(t1), N(ts)-N(to), ..., N(t,)-N(t..1) adalah peubah acak saling bebas;
(i) Untuk At = 0 dant = 0, peubah acak(t+At)-N(At) menyebar menurut distribusi

Poisson, yaitu

e—ﬂt (/] t)k
P{N(t+At)-N(At)=k} = T; untukk =0,1,2, ..., dan
(i) N(0) = 0. (2.2)

2.2 Proses Poisson Kelompok

Dalam proses Poisson terdapat asumsi bahwa séjupelastiwva dapat
terjadi secara bersamaan pada suatu saat, yaittejitapat suatu kelompok pada

suatu titik (Praptono, 1986), yang memenuhi aswassimsi di bawah ini,
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(i) N(t) menyatakan banyaknya kelompok pada waktunerupakan proses
Poisson dengan rata-raa, dengart adalah titik (waktu) dimana kelompok

terjadi.

(i) Setiap kelompok mempunyai bilangan acak yang mekkap banyaknya
peristiwva yang terjadi, sementaxa menyatakan banyaknya peristiwa yang
terjadi pada kelompok kie-merupakan peuabah acak. Banyaknya peristiwa
yang terjadi pada kelompok yang berbeda adalahngsabebas dan

berdistribusi peluang sama.
2.3 Rantai Markov (Markov Chaing

Pada proses stokastik banyak sekali proses yangoumai sifat khas,
salah satunya adalah proses yang mempuifgdiMarkov.

Definis i: Jika{Nn;n = 0}, merupakan suatu proses stokastik dengan sifat

P{Nn+1=k ONo, Ny, ..., Np} = P{Np+1=k ONp} (2.2)
untuk semu&S (ruang stat¢ dann = 0, maka proses stokastik ini mempungé#at

markovataurantai Markov (Cinlar;1975).

Untuk semua bilangan bulat taknegatifdan No, Ny, ..., Nn, Nn.:00S, maka

peluang bersyaratnya adalah

P{Np..=k ON,=j} = P(j,k) dimana(j,k)0S (2.3)

disebutpeluang transisiuntuk rantai tersebut.
2.4 Proses Kelahiran-kematian Murni Pure Birth-Death Process

Misalkan A dan p adalah suatu barisan bilangan positif, maka spabses
kelahiran-kematian murni terdefinisi sebagai suptoses Markov yang memenuhi

postulat di bawah ini.

() P{N(tt+A)=10N()=n} = AAt + O(At),
(i) P{N(t,t+At)=-10N(t)=n} = paAt + o(AL),
(iii) P{N(t,t+At)= OON(t)=n} = 1— (\y*+H)At + o(At),
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(iv) P{N(t,t+At)=tm0O N(t)=n} = o(At),
dengarm =2,34,... dam=0,1,2,... (2.4)

Untuk At >0, akan diperoleh persamaan diferensial

P, (1) =~ * ) P, + Ay P, (©) + iy P, (1) (25)
2.5 Proses Kelahiran-Kematian Yule-Furry

Proses Poisson dimark, dan p, merupakan fungsi dam disebut proses
kelahiran-kematian murnj sedangkan untuk, = nA dany, = n yang bersifat linier
disebut proses Yule-Furry(Cox dan Miller;1987). JikaN(t) menyatakan banyaknya
populasi pada waktyy dan jikaP,(t) = P{N(t)=n}, dengan mengambN, = nA danp, =

nu makaP,(t) dapat diperoleh dari persamaan

P, =-n(+m)P,0)+(0-DAP, O +M+DuP,,0) (26)
3. LANGKAH PEMODELAN PROSES STOKASTIK

Pembangunan model proses stokastik ini melaluipamhaebagai berikut, yaitu:
merumuskan postulat yang memenuhi proses PoissoMdegkov, memodelkan postulat
ke bentuk persamaan diferensial (PD) dan mengguntd@ema persamaan diferensial
parsial untuk fungsi pembangkit peluang transigitas membentuk fungsi momen

gabungan.
4. HASIL DAN PEMBAHASAN

4.1 Postulat Proses Kelahiran-Kematian Secara Kelopok dengan Dua Jenis

Kelamin

Dalam sebuah selang waktu yang kecil, katakatl&hAt), misalkanX(t,t+At)
menyatakan banyaknya peristiwa yang terjadi dakalieng waktu(t,t+At) dan X(t,t+At)
merupakan sebuah peubah acak dengan asumsi-aseipagjas berikut (Samsuryadi,
1999) :
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(i) N(tt+At) menyatakan banyaknya kelompok pada wafiittAt), dan N(t,t+At)
merupakan proses Poisson dengan ratafAata,+;+H,) At dengamy, Ao,y danpl,
berturut-turut menyatakan rata-rata kelahiran veaniata-rata kelahiran laki-laki,

rata-rata kematian wanita dan rata-rata kematkardai.

(i) Tiap kelompok mempunyai bilangan acak yang menikajukbanyaknya peristiwa
yang terjadi.X; menyatakan banyaknya peristiwa yang terjadi padan@ok ket,
dan X; merupakan sebuah peubah acak. Banyaknya peristing terjadi pada

kelompok yang berbeda adalah saling bebas darsbivdsi peluang sama.

Anggaplah sekarang(t), sebuah peubah acak, adalah banyaknya individa pad
waktu t, dan P{X(t)=n} dinyatakan dengarP,(t). Dalam selang waktu(t,t+At),
kemungkinan peristiwa yang terjadi pada prosesastdk kelahiran-kematian kelompok
dengan dua jenis kelamin adafejadi satu atau lebih kelahiran wanitaatauterjadi
satu atau lebih kelahiran laki-lakj atauterjadi satu atau lebih kematian wanitaatau
terjadi satu atau lebih kematian laki-lakiatautidak terjadi satu atau lebih kelahiran

atau kematian baik wanita maupun laki-laki

Selanjutnya, misalkan untuk proses linier (progele-Furry) {A, = nA} dan{pu,

= ny} adalah suatu barisan bilangan positif. Jika datafang waktu(t,t+At) setiap
anggota populasi mempunyai pelua[ﬂgz Xi]E[Xi]}\lAt + o(At) untuk lahirnya satu
atau lebih individu wanita yang bar[ﬂ/Z Xi]E[Xi])\zAt + O(At) untuk lahirnya satu
atau lebih individu laki-laki yang barL[J,/Z Xi]E[Xi]ulAt + O(At) untuk matinya satu
atau lebih individu wanita da[il,/Z X, ]E[Xi ] H2At + o(At) untuk matinya satu atau lebih

individu laki-laki, maka suatu proses stokastikakelan-kematian kelompok dengan dua
jenis kelamin pada proses Yule-Furry didefinisilsgbagai suatu proses Markov yang

juga memenuhi postulat di bawabh ini,

()  PXLEAY= IX OX0)=ij} = i[VX X, JE[X, [ Aat + o),
(i)  PIX(Lt+AY= IX OX0)=ij} = i[VZ X, JE[X, At + o),
(i) P{X(Lt+AY=- TX OX0)= i} = i[VX X, |E[X, | pat + o),

(v)  PIX(LE+AY=- X OX0)= i} = [V X, JE[X, ]t + o),
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V) PIX(LEAY= 00X(®)=ij} = 1- [T X, [E[X, | (Artidiptipo)at + o),

(vi) P{X(t,t+At)=2mXX; O X(t)=1i,j} = o(At),
dengam = 2,3/4,... 4.2)

Catatan: Banyaknya peristiwa yang terjadi dalam selang waktu (t,t+At) saling bebas
dengan banyaknya peristiwa yang terjadi dalam selang waktu (0).

4.2 Model PD Proses Kelahiran-Kematian secara Kelopok dengan Dua

Jenis Kelamin

Penjelasan postulat (4.1) di atas dapat dinyatakatam bentuk
pernyataan peluang sebagai berikut :

Pij(t) = P{X(t)=ij}
atau  Pjj(t+At) = P{X(t+At)=i j} (4.3)

Persamaaf¥.3) dapat diuraikan menjadi

P (t+At) = P{X(t)=i,j danX(t,t+At)=0 atauX(t)=i-XX;,j danX(t,t+At)= X; atau
X()=i,j-X; danX(t,t+At)= £X; atauX(t)=i+XX;j danX(t,t+At)=- XX; atau
X()=i j+ZX; danX(t,t+At)=- ¥X; atauX(t)=i F mEX;,j dan
X(t,t+A)=tmXX; atauX(t)=i,j F mXX; danX(t,t+At)= +mYX;} atau

Py(t+At) = P{X(t)=i j}. P{X(t,t+At)=00 X(t)=i,j} +
P{X()=i-XX:,j}. PIX(Lt+AY= IX; O X(0)= i-ZXi,j} +
P{X()=i,j-ZX:}. PIX(Lt+AY= IX; OX(0)= i,j-2X } +
PIX(1)=i+2X:,j}. PIX(LE+AY=- TX; OX(0)= i+3X,,j} +
P{X()=i,j+XXi}. PIX(Lt+AY=- X OX()=i,j+XX; } +
P{X(t)=i T mEX,,j}. P{X(tt+A)=+mEX; OX()= i F mEXi.j} +
P{X()=i,j T mMEX}. P{X(t,t+A)=mEX; OX(0)= i,j F mEX:} (4.4)

Persamaaf¥.4) dapat dinyatakan dalam bentuk berikut ini :

Py (t+AY) - Py(t) = [V X, JE[X, ] ArHiA+iput po)At Py (t) +
(2X0) [/ X, JE[X, ] MAtPLgs;(t) +
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i[1/Z X, JE[X, ] AAtPy g t) +

(%) [1/Z X, JE[X, ] st Py (1) +
(X0 [VZ X JE[X | ot P jagxi(t) +
Pii() + Pisxij(®) + Pizzxi O + Piesai(O) +

Rissxi (1) + PiF mzxij(t) + PijF mzx (H)]. o(At)

Selanjutnya kedua ruas dibagi den@adan untukAt — 0, maka akan diperoleh

lim Rt AAtz R, =Litm0-[1/2 X, [E[X, ] (iAtinotips+ipo). Py () +

&) [1/Z X, JE[X, ] AP (1) +
i[1/2 X, JE[X, | A2Pjsxi(t) +

@) [VZ X, JE[X [ Progis(® +
(=X [V X, JE[X, e Prjesxi ) +

Pii(®) + Pixxij(©) +Pijzxi(t) + Piagxij(O) + Pijazxi () +
o(At)

At
Jadi, persamaan diferensial untuk proses stokkskghiran-kematian dengan dua

Pi ¥ mexij(t) + PijF mexi ()] (4.5)

jenis kelamin secara kelompok pada proses Yuleyradalah :

P., (t)=- []/Z X ]E[Xi ] (A +iAF L P). Py (1) + (I-2X0) []/z X ]E[xi ]Al-Pi-ZXiJ(t) +
/% X JELX AP + (+2X0) [VZ X JEX | Pragxis(®) +
(+2X) [J/Z X; ]E[Xi ] H2.Pijszxi (1) (4.6)

Penentuan fungsi pembangkit peluang transisi Peaaf#.6) dinyatakan dalam

bentuk teorema berikut.

Teorema 4.1(Samsuryadi, 1999) :
Persamaan diferensial parsial untuk fungsi pembampghuang transisi dari
sebuah proses stokastik kelahiran-kematian denganesis kelamin secara

kelompok pada proses Yule-Furry dengan syarat
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G(z,2t) = i z,Z}P (1) (4.7)
i,j=0
adalah
O s JelX Ji-m - O+ Az + 4+ Aziz) S0
0G
[]/in]E[xi]/Jz(l_ Zz) 0_ (4.8)
ZZ
Bukti :

Diketahui bahwa
G(Z]_th) = ZZ 22 i J(t)
i,j=0
Jika persamaan di atas diturunkan, maka akan dighero

i ](t+At) |,j(t)
At

Zw: éplj(t)_iZlZ

=0 ,j=0

ﬁ - Ai i [PiJ (t+AY) =R (t)]

dan karena menurut Bhattacharya dan Waymire (1990)

P, (t+At) =R (t).E[Z*7O], maka

98 - L3 22l &z 01-R, )]
ot t 5% '
aa_ct; — i 2 Ij(t)[E[Z X (t+At)- X(t)] 1]

ij=

Selanjutnya, karena

E[Z X(t+At)—X(t)] —1=[P{X(t+At) - X(t) = 0} — 1] + z . P{X(t+At) - X(t)
EX} + Z,. P{X(t+At) - X(1)
=ZX}+ z P{X(t+AY) - X(t)
=-TX;} + Z,' P{X(t+A) - X(t)

=-IX}+ 27" PIX(tHAL) - X(t)
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=amYX} + 2" P{X(t+AL) - X(1)
=imZXi}
dan sifat saling bebas inkremental dari prosesasti yaitu

E[Zx(um)—xm] = E[Z X(t+At)—X(t)|x(t) =i, ],

maka

06 1 ,

= = S ZZP (O 1-[YZ X, JE[X; ] (Atida+ip+ ) At + o(at)] -1+
at A4

Z[i[VZ X, JE[X; ]Aat +o@n] + z,[i [V X, JE[X, | Ant + o] +
Z2LYE X JE[X st + o@t)] + 25U [I/Z X, JE[X, | wat +oat)] +

+

ZMN o) + 2™ o(at)}
Untuk At - 0, akan diperoleh

Z|z Z)P () [V X JE[X (A At Z A+ 2,0+ 27 ] +

i,j=0

00

z 2,Z)P, (1) []/zxi]E[xi]['UZ"' z, il

Selanjutnya, jika Persama@h7) diturunkan terhadag, dan z,, maka akan diperoleh

Sia2lR, 0= 228 dan 3 j2i2lR, 0 - 2, 32
sehingga
(23_? - Z_(Z /2 X JE[X [[-A A+ Z A+ Z, Mo+ 27 ] +
9% e el ] b 2w
Jadi,
%—? = WS X JEX 12—y + A,)27, + 4 + 422 + 2 ,2,2,] S_Z+

[y % JE[X,] w1, - 2,) g—ZG (terbukti).

2
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Selanjutnya untuk memperoleh rata-rata dan varidasi Persamaar(4.8)
tentang banyaknya individu wanita dan laki-laki gagvaktu t, terlebih dahulu

ditransformasikan
z,=e%;z,=e% K8, &1) =log(e™® e ;1) (4.9)

sedemikian sehingd&( 8, &;t) merupakan fungsi pembangkit momen gabungan.

Jika z (untuk i = 1, 2) Persamad#.9) diturunkan terhada didapat

%:—e_‘qi atau -0 = —¢? 9 (4.10)
26 3z 26

dan hasilnya disubstitusikan ke Persam@a®), sehingga diperoleh

0K . 9K
= []/z Xi]E[Xi] [:ul +/]1 +/12 _,uleel _/119 & —/]2e '92] _ =
ot 20,

K
26,

W2 X JE[X,] 1, (6% 1) (4.11)

Selanjutnya, perluas pangkat d&idan & kemudian samakan koefisien yang
berhubungan dengan pangkatnya. Misalkaft) menyatakan kumulan gabungan dari
order (i,j). Sebagai contoliK; ((t) adalah rata-rata banyaknya individu wania(t)
adalah kovariansi dari banyaknya individu wanita tkki-laki, dan seterusnya, dengan

cara menentukan solusi bentuk-bentuk berikut :

Ki,o(t) = []/zxi]E[xi]O‘l'ul)Kl,O(t)’

K;),l(t) = []/Z Xi]E[Xi][)‘ZKLo(t)' M2 Ko, (1)1,
Koo =  [E X JE[X 120k Koo (t) + Qi) Koo ()],
Ku® = WX EX K 500 + Qoprrpts) Koy (0],

Koz = WX X EDX 120 Ko (0) - 22K o, (1) + Ao K o (1) - 1o Koy ()] (4.12)

Persamaan(4.12) dapat diselesaikan secara rekursip, persamaanipesgatersebut
menyatakan distribusimarginal dari banyaknya individu wanita, yang menyatakan

sebuah proses stokastik kelahiran-kematian.
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Jika n; menyatakan banyaknya individu wanita pada saatl alesm n,
menyatakan banyaknya individu laki-laki pada sa@lamaka penyelesaian untuk rata-
rata adalah

KlO(t) = nle[j/z Xil E[ X 1(A=A,)t dan

KOl(t) = Le[]/ZXJE[Xi](/h—Az)t +(n2 _Lje—[ﬂzxi]ﬂxi]/@t (413)
At At
Jadi, jika A;>W; maka limit rasio banyaknya individu wanita dan idaki yang

A, — U+
diharapkan adalah—* ';Il ’UZ).
2

5. KESIMPULAN

Berdasarkan penelitian ini diperoleh model persanditerensial parsial proses
stokastik kelahiran-kematian dengan dua jenis kielasecara kelompok pada proses
Yule-Furry ditunjukkan pada Persama&h.6), dengan teorema fungsi pembangkit
peluang transisi Persama#f.8) dan fungsi pembangkit momen gabungannya pada
Persamaarf4.11) yang berguna dalam menentukan lahir atau mating&idu wanita
maupun laki-laki.

Hasil penelitian ini dapat dikaji ulang dengan ¢helatan lain atau tanpa proses

Yule-Furry dan dikembangkan lebih lanjut dengan pernatikan faktor migrasi.
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