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Abstrak

Integral McShane fungsi-fungsi bernilai reduigalen dengan
Integral Lebesque, namun untuk fungsi berniaktor tidak
selalu demikian. Dapat ditunjukkan bahwa IraégBochner
(Integral Lebesque untuk fungsi bernilai vektoekuivalen
dengan Integral McShane kuat.

Kata kunci: Integral McShane, Integral McShanat, Integral
Bochner.

1. PENDAHULUAN

Integral McShane fungsi-fungi dengan nilai dalam suatu Ruang

Banach didefinisikan sejalan dengan IntegraiSNane fungsi-fungsi bernilai
real, yaitu dengan menggantikan tanda nilaitlak || dengan tanda
norm | .||. Gordon, 1994, menunjukkan bahwa IntegralSName ekuivalen

dengan Integral Lebesque.
Dalam tulisan ini akan didefinisikan IntegrédficShane Kuat dan

ditunjukkan bahwa Integral Bochner ekuivaleengbn Integral McShane
Kuat.
Dalam tulisan ini [a,b] merupakan interval tertutup di dalam garis

real, X ruang Banach dengan norfn. . Fungsi-fungsi di dalam tulisan

ini dengan domain bilangan real dan dengdai i dalam X. Fungsi

f: [a,b] - X dikatakan kontinu absolut kuat pa@a,b] jika untuk setiap

bilangan € > 0 terdapatd > 0 sehingga jika {[uk,vk] k= 1,2,...,n}
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barisan interval tak saling tumpang tindih dialam [a,b] dengan

Zn:(vk,uk) < & berlaku Zn:”f(vk)-f(uk)ﬂ < e.
k=1

k=1

Fungsi f :[a,b] - X dikatakan terintegral Bochner pa(ﬂa,b] jika
dan hanya jika ada fungsi-fungsi kontinu &lois&uat F pada[a,b] dengan
F(x) =f(x) hampir di mana-mana pade[aa,b]. Dalam hal ini derivatif F

adalah derivatif Frechet.
2. PEMBAHASAN

Berikut ini didefinisikan Integral McShane ukt fungsi bernilai
vektor.
Definisi 1

Fungsi f :[a,b] - X dikatakan terintegral McShane pa{mb] jika
terdapat vektor ALl X sehingga untuk setiap bilangan> 0 tedapat fungsi
positif 3 pada [ab] sehingga jika {x, .[u.,v,] :k=12..,n} dengana=
u<v,=U,<V,..u <v, = b dan  [u,v,] O (x -8(x.) x, +8(x,))

berlaku

Sl -u) -4l < o

Himpunan pasangan titik interval {xk,[uk,vk]} seperti  dalam
Definisi 1 disebut partisi ofine pada [a,b], dan vektor A0 X dalam

definisi tersebut adalah tunggal dan disetidai integral f pada [a,b] dan

ditulis

Koleksi semua fungsi berniali vektor terint@gMcShane pade[a,b]

ditulis M([a,b], X).
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Sejalan dengan Integral McShane fungsi bernit@al dapat
ditunjukkan bahwa :
1. Jka f, g O M(a,b],X), maka f + g O M(a,b], X) dan

() (r+a) = ()] £+ ()] s

2. Jika f, g0 M(fa,b], X)* dan c skalar, maka df M([a,b], X) dan

(M)J': cf = C(M)j: f.
3. Jika fO M([a,b], X), maka fO M((c,d], X) untuk setiap[c,d] O
[a,b].

4. Jka f O M(ab,X) dan ¢ 0O [ab], maka

M f= M) f+Mm) .

a a C

Dari 3 dan 4 di atas diperoleh bahwa unsakiap interval[u,v] O
[a,b] terdapat vektor F(uyv) = (M)jV f di dalam X. Dari sini

diperoleh integral tak tentu fungsi f pa(ia,b], yaitu untuk setiap tJ
[a.0]

Fungsi f :[a,b] - X tersebut disebut fungsi primitif f pac[a,b].
Berikut ini didefinisikan Integral McShane Kua
Definisi 2
Fungsi f :[ab] - X dikatakan terintegral McShane kuat pada
[a,b], jikafO M([a,b], X) dan untuk setiap bilangan > 0 terdapat fungsi

positif & pada[a,b] sehingga

3 6w -u,) - Fluv )| < e

k=1
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untuk setiap partisiofine  {( xk,[uk,vk] :k=12,..,n} pada [a,b].
Dalam hal ini F(u,,v,) = F(v,) - Fu,), k= 1,2,..,n.

Koleksi semua fungsi terintegral McShane kyeatda [a,b] ditulis
dengan SB/I([a,b],X). Jelas bahwa jika fO SM([a,b],X), maka
f O M(fa,b], X). Berikut ini akan ditunjukkan bahwa jika fI

SM([a,b], X), maka f terintegral Bochner.

Theorema 3
Jika fDSM([a,b], X) dengan primitif F, maka F kontinu absolut

kuat pada[a,b] :

Bukti
Diberikan sebarang bilangan > 0, maka terdapat fungsi posibf

pada [a,b] sehingga

z ”f(xk)(vk 'uk) - F(uk'Vk)” < %

k=1
untuk setiap partisi 3fine  {( x.[u.,v,] :k=1,2,..n} pada [ab].
Karena [a,b] kompak, maka dengan Theorema Heine-Borelapat koleksi
berhingga interval terbukéx, -8(x,), x, +8(x,)) k= 1,2,..n,
dengan x, <x,<..<n, sehingga [ahb] O U(xk -8(x, ), x, +3(x,))

k=1

dan (X ki~ 8(X k—l)' Xea ¥+ 8(X k—l)) ﬂ (X ke~ é"(X k+1)7 Xy T 8(X k+1)) kosong.

€

2lmakg]f (x, )| 1< k=< rf +1)

Diambil 77, < % min(d(x,) : 1=k<n), 7,<
dan 77 = min(g,, 7,). Diambil koleksi interval tak saling tumpartmdih
{[u,.v,] :1<k < n} denganzn“(vk -u,) <n.
k=1

Ada dua kemungkinan hubungan antara [uk,vk] dengan

(% -8(x, ), x, +8(x,))
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1. ada k sehingga [uk,vk] O (x-8(x,), x, +8(x,))
2. adakdan
6 O (% -8, ). X, #80¢,)) [T (Xuer 8K1e), Xicrr *+8(X0))
yang memenuhi [uk,ck] O (x,-8(x,), x, +3(x,))
eevid B (e =8(i0), Xuor +8(x,00)
Jika {fa¥, b®¥| :1< j < r(k)} menyatakan intervd[u,.c.],[c,.v,]} yang
termuat di dalam(x, -8(x, ), x, +8(x,)) , maka

Selanjutnya diperoleh

> [F(vi) -Fu.)

=557 t) - )
55 o) - et) - e o)

Jadi F kontinu absolut kuat.

Theorema 4
Jika f O SM([a,b], X) dengan primitif F, maka'Rx) = f (x)

hampir di mana-mana pade[a,b].

Bukti
Diambil A himpunan t[J [a,b] sehingga F (t) tidak mempunyai
darivatif atau F(t) # F (t). Akan ditunjukkan bahwa u(A) denganp(A)

ukuran luar A. Karena fO SM([a,b], X), maka untuk setiape < 0
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terdapat fungsi positif & pada [a,b] sehingga jika {( xk,[uk,vk]}';:l
partisi  ofine pada [a,b] berlaku

M)V -uy) - Hue-v )| < e
k=1
Tanpa mengurangi sifat umum diambils, () <3 (t) dan

lm 3 () =0 untuk t O [ab]. Diambil t O A, maka adan(t)> 0

sehingga untuk setiag, (t) terdapat u O (t,t+8,(t)) sehingga
[Flu) - Fe)-£ )y -t 2 ntlu, -1)
atau terdapatv, O (t - §,(t),t) sehingga

| /0)-Flvi)-F(OE-vi ) = ne)e-v)

Namakan
A, = {tDA:/](t)Z%}

n=12 .., maka OAH = A  Diperoleh bahwa (t,u,) dan

n=1

(vi,t) k=1, 2, .. merupakan liput Vitali darh,, maka untuke > O di

atas terdapa{[vk,uk]}rk:1 sehingga

H(An) = Z(uk’vk) +
k=1
dengan y =a, atau y =a, dan a = A,. Karenalu, - v,| < 3(a,)

maka {(a [v .a,]) :1< k < r} merupakan partisi>fine

Jadi

<hne +¢

Jadi p(A,) =0, yang berarti u(A) = 0.
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Dari kedua theorema di depan diperoleh bahyiea f [
M([a,b], X), maka f terintegral Bochner pacﬁa,b].
Fungsi f :[a,b] - X terintegral Bochner pad{za,b] jika terdapat

fungsi sederhanaw (x) pada [a,b] sehinggaLirern(x)=f(x) h.d. pada

[a,b] dan lim J': |#(x) - w,(x)] = 0. Integral Bochner f padfa,b] adalah

j: f =Ilim I W,
Berikut ini akan ditunjukkan bahwa jika friteegral Bochner maka f

terintegral McShane kuat.

Theorema 5

Jika f terintegral Bochner padfab], maka fO SM([a,b], X).

Bukti
Diketahui f terintegral Bochner padEa,b], maka terdapat barisan

fungsi sederhana w,(x) pada [ab] sehingga limw,(x) = f(x) h.d.
pada [a,b] dan Ilmj' |f(x) - w,(x)] = 0. Mudah ditunjukkan bahwa

untuk setiap bilanga® > O terdapat bilangan asN, sehingga jika n, ne

N, berlaku

J, () - wo o) <

Untuk & > 0 tersebut terdapat barisan berhinggarvat tak saling
tumpang tindih {[ak,bk] 1<k < r} dengan
a= @& b<g< b <..<3<b, =b sehingga

> IW,(a.b) - Wi (b ) < e
k=1

dengan W._(u,V) J'w
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Karena limw, (x) = f(x) h.d. pada [a,b], maka tanpa mengurangi arti

n - o

untuk setiap x0 [a,b] dan untuk bilangane > 0 di depan terdapat
bilangan asli N, sehingga jika = N,, maka berlaku

[w,(x) - f(x)] <e
Dapat ditunjukkan bahwa setiap fungsi sedexhtarintegral McShane kuat.

Oleh karena itu, untuke > O di atas terdapat fungsi positf pada
[ab], sehingga jika {(x, [a.b,] :1< k <1} partisi & -fine pada [a,b]

berlaku

2w )k -a ) - Wo(a b ) <e m

k=1
Untuk setiap n=1,2, ...5,(x)<38,,(x) (N0O[ab]. Dari sini diperoleh
bahwa untuk setiap r= N berlaku

S, (a.b) -Hab) < o om

Selanjutnya diambil n= N dan §(x) = 5,(x) pada[ab], maka untuk

partisi &fine { (x, ,[ak,bk] :1< k < r} pada [a,b] diperoleh

kzr:;”f(xk)(q 'ak) - F(ak!bk)”
23 IR CEESEAUH CENES ¥ VAN CRERRACHNE

W, (3, b,) -Ka b))

k=1

< (%) -w, (x, )] (B -a) + & + e

k=1
<g(b-a) +2 = ¢
Jadi fOSM([a,b], X).

Dari Theorema 3, 4, dan 5 diperoleh bahwa SM([a,b], X), jika

dan hanya jika f terintegral Bochner pac[a,b].

120



JURNAL MATEMATIKA DAN KOMPUTER
Vol. 4. No. 3, 113 - 121, Desember 2001, ISSN :0t8518

DAFTAR PUSTAKA

1. Congxin, W U dan Xiaobo YaoA Riemann-Type Definition of the
Bochner Integra, Journal of Mathematical Study : Xiamen, China, 1994.

2. Gordon, Russell AThe Integrals of Lebesque, Denjoy, Perron, and
Henstock, American Mathematical Society, USA, 1994.

121



