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Abstrak

Dipresentasikan syarat perlu dan cukup agar suatmedul S
dalam suatu modWV atas ring komutatif dengan elemen satRan
merupakan submodul terkomplemen. Diperoleh sudat lsahwa

jika Sterkomplemen akan berakibé'f!/C bebas; dan juga jik&

terkomplemen maka akan berlaku: untuk setidpS jika berlaku

X = ay dengany //M dan a #0 dalamR, maka haruslah y juga
barada dalanM. Selanjutnya dapat ditunjukkan kebalikannya juga
benar jikaM merupakan modul yang dibangun secara hingga atas
daerah ideal utanfa.

1. PENDAHULUAN

Misalkan M merupakan modul atas ringR (R-modul M) danx # 0
merupakan suatu eleman bebas torsi daldrfyaitu Ann &) = (0)). Elemenx
dikatakan primitif jikax = ay untuk suatwy /7 M dan a/7 R, makaa haruslah
merupakan suatu unit dr. Dari pengertian elemen primitif tersebut, dapat
disimpulkan bahwa jika suatu lapandgardipandang sebagai modul atas dirinya
sendiri, maka setiap elemen tak nolnya merupakeme primitif. Sedangkan
jika R sebarang ring komutatif dengan elemen satuan, elakaen bebas torsi tak
nol x akan primitif jika dan hanya jikamerupakan unit.

PadaZ-modul Z elemen(2,0) merupakan elemen bebas torsi, narf®yf)
bukan primitif sebak{2,0) = 2(1,0)dengan(1,0) O Z? tetapi2 bukan unit diZ.
Sedangkan padadmodul Q, tidak ada elemen primitif di dalamnya.Pada modul

bebasM atas daerah ideal utanfa dengan basisS = {x|f akan dapat

j0J
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diturunkan bahwa elemer= Zaj xj primitif jika dan hanya jika gcd{aj}
j0J

jDJ)

= 1. Selain itu jikaM dibangun oleh berhingga elemen dafy M dengan Anrx)
= {0}, maka x dapat dinyatakan dengan= ax untuk suatua 7 R dan suatu
elemen primitifx dalamM. (Lihat Lemma 6.13 dan Lemma 6.14, Adkins et.al
(1992)).

Lebih dari itu, jikaM merupakan modul atas daerah ideal ut&wan x
[7M dengan Anr¥) = {0}, dengan menggunakan uraian di atas disimpuikanr

x dengany 7R danx primitif dalamM. Jadi jika S = {Xj}jDJ adalah suatu basis

M maka dapat ditulig = Z'Bjxj danx = ax = O'Z,Bjxj' = Zaﬂjxj'
j0J j0J j0J
iCj Xj
j0J

dan karena gcd{t(j}jm) =1, makaa = gcd (icj-}jDJ ).

Elemena dalamR yang memenuhi = a x_ di atas tertentu secara tunggal
oleh x dan selanjutnya disebabntentdari x dalamM dan ditulis dengan notasi
c(x). Jadi setiapx .7M dapat ditulis sebagai= c(x) Xdengarc(x) contentx danx
primitif. Teorema berikut menyatakan keistimewaani &lemen primitif dalam
modul atas daerah ideal utama dalam kaitannya dengamperluas elemen
menjadi suatu basis dalam modul yang dibangun @elkBrgga. Tulisan ini
merupakan ulasan dari suatu bagian tulisan AdKired €1992).

Teorema 1.
Misalkan M adalah modul bebas atas daerah idealmataR yang dibangun
secara hingga. Jika X/ M merupakan elemen primitif, maka M memuat suatu

basis yang memuat x

Bukti : Lihat Teorema 6.16 hal 150 (Adkins et. A992).
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Secara umum jikav merupakan modul bebas yang dibangun secara
hingga atafk dengan basi§vy, ..., ¥} danS submodul yang dibangun olégt,
..., \& dengans < n, maka submodul yang dibangun olefvs.y, ..., \} akan
memenuhiM /S/JT, yaituS + T =MdanS » T = { 0 }. Hal di atas memotivasi

pembahasan submodul terkomplemen.
2. SUBMODUL TERKOMPLEMEN

Definisi 2
Misalkan M adalah modul atas ring kumutatif R demgdemen satuan dan S
suatu submodul dalam M. Submodul S dikatakenkomplemen jika ada
submodul T dalam M dengan sifatNE /7 T
Dari pengertian submodul terkomplemen di atas, tddiganpulkan bahwa
syarat cukup himpunan bebas lin®ar= { wi, w,,...,w} dapat diperluas menjadi
basis dalamM adalah submodul yang dibangun oMhmerupakan submodul
terkomplemen. Sedangkan jikamerupakan daerah ideal utama, maka kebalikan
pernyataan di atas juga benar sebab fkaV > terkomplemen, yaitu ada
submodulT sedemikian sehingga
<W>/OJT[OM
maka mengingatR merupakan daerah ideal utama, submo@umerupakan
submodul bebas, sebuxy,.....,x } basisT. Dengan mudah dapat di cek bahwa
{ w1, Wo,..., W, Xq,...,.% }
membentuk basis untu.
Teorema sebagai berikut memberikan kondisi-kon@isg ekuivalen
untuk submodul terkomplemen dalam modul atas dadesth utama

Teorema 3

Misalkan R merupakan daerah ideal utama, dan M pakan modul bebas atas
R dan S suatu submodul dalam M.

Jika didefinisikan 3 pernyataan sebagai berikut :

(1) S terkomplemen dalam M
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(2) 'Vl/C modul bebas

(3) Jika x/7S dan x =a'y untuk suatu y/M dana #0 dalam R, maka ¥/S
maka (1)= (2) dan (2)= (3).
Selanjutnya, jika M dibangun secara hingga, makgajdiperoleh (3= (1)

Bukti :
@ =@
Misalkan S terkomplemen, yaitu ada submodul T ddlésehingga

Dari (1) diperolehM/S [JT, sementara itd submodul bebas atas daerah ideal

utama R, dengan Teorema 6.2 (Adkins et. At, 1992) dipghrdl bebas, Jadi
M/ juga bebas.

2 =0)

Misalkan 'Vl/C modul bebas dar /7 S denganx = ay untuk suatwy /7 M, dan

a # 0 dalamR. Akan dibuktikany juga dalamS. Untuk menunjukkary dalam$S,
cukup ditunjukkany + S =S
Mengingatx = ay berada dalar® maka

X+S=S

ay+S=S

aly+S)=S

g Y=0

M M
Karena /5 bebas (yang berarti’ < bebas torsi), maka menginga 0, maka

diperoleh Y = 0 atau yO S. Misalkan M dibangun secara hingga dan S submodu

dalam M yang memenuhi kondisi (3). Kemudian dibkrtarisan eksak pendek.

i 7l
oﬁsﬁMaM/:ﬁo ................................................. )

~
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dengani pemetaan inklusi damr pemetaan kanonik. Pernyataan (3) ekuivalen

dengan mengatakan bahvbé/S bebas torsi yang berarM/S bebas (Teorema
6.6, Adkins et.al., 1992). Dari sini dapat disinkaun bahwa'\/l/S proyektif,

sehingga dapat disimpulkan bahwa barisan (2) tnpigaitu ada f:M/S - M

sedemikian hinggh, 77= I, ini berarti
M 7S [71m (f)
atau S terkomplemen.
Sebagai akibat dari Teorema 2 di atas dapat diarursifat sebagai
berikut :

Akibat 3:

Jika S terkomplemen dalam suatu modul M atas daeledl utama R yang
dibangun secara hingga, maka setiap basis S dggeatuds menjadi basis untuk
M.

Contoh Pandang-modulZ, dan submodub = <2>.

Submodul S tak terkomplemen sebab

Ye = Yep»> =101}=2;

sebagai modul atastidak bebas; hal ini disebabkZntidak mempunyai basis.

Berikut ini suatu sifat tentang kekomplemenan #aminel dan Image dari suatu

homomorphisma modul.

Teoremab.
Misalkan R merupakan daerah ideal utama, M dan Muhxmodul bebas yang
dibangun secara hingga atas R. Jika f: M N merupakan homomorphisma
modul maka

(1). Ker(f) terkomplemen

(2) Im(f) belum tentu terkomplemen
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Bukti :
1. Dari Teorema 3, untuk membuktik&n= Ker(f) terkomplemen, cukup apabila
pernyataan (3) berlaku pa8a= Ker(f).
Ambil x /7Ker(f) dana # 0 dalamR dany //M dengarx = a'y.
Karenaf(x) = 0 makaf(ay) = 0; sehingga akan diperoleti(y) = 0.
Selanjutnya karenld bebas atas d.i.u danz 0, makaf(y) = 0 atauy /7Ker(f).
2. Untuk menunjukkan bahwa belum tentu Im(f) merupakan submodul
terkomplemen, cukup dengan menunjukkda homomorphism modulf : M
- N denganm(f) tak terkomplemen. Untuk itu pandang
f:Z2- 7
dengarf(n) = 2n. Jelad merupakan Z homomorphisma modul dian(f) = 2Z
= <2> dan tadi sudah ditunjukkan bahw2> tak terkomplemen.

Sebagai penutup, jikBdanT keduanya terkomplemen belum te@uw T
terkomplemen walaupun pada suatu modul atas daahutama sekalipun.
Contohnya pada modul

Z°={(x, y) xy Oz}
atas daerah ideal utardaJika diambilS = <(1,1)>danT = <(1,-1)> makaS dan
T keduanya terkomplemen dalaffi , tetapiS + T tidak terkomplemen sebab
2(1,0) = (2,0) = (1,1) + (1,-1)/S + Ttetapi(1,0) /S + Tyang berartiS + Ttak

terkomplemen.
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