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Abstrak

Dalam makalah ini akan dibahas mengenai aplikasir&boptimal
dengan kontrol bang-bang pada efektifitas usahaisnddlam
membatasi epidemi. Mula-mula dimodelkan tingkatupahan
jumlah penduduk yang terinfeksi penyakit denganngdausaha
medis yang dilakukan yang menjadi kendala padar&baptimal
ini, kemudian dimodelkan fungsi objektif yaitu akan
diminimumkannya cost usaha medis dalam membatadierp
dengan batas akhir yang ditentukan. Kemudian derigani
kontrol optimal yang menggunakan kontrol bang-baaigan
dihasilkan sistem yang optimal. Dan hasilnya akismulilasikan
dengan kompute menggunakan software Mathlab.

Kata kunci : Prinsip maksimum Pontryagin, kontrahf-bang.
1. PENDAHULUAN

Penyakit infeksi adalah suatu penyakit pada manaisia binatang yang
terjadi sebagai akibat dari suatu infeksi. Infeddalah masuknya suatu agen yang
dapat menyebabkan infeksi ke dalam tubuh manuaia l@hatang, kemudian di
dalamnya agen tersebut berkembang dan memperbadyak Penyakit
kontagiosa adalah penyakit infeksi yang ditularksetara kontak langsung.
Epidemi atau penyakit menular adalah suatu penyakig disebabkan oleh suatu
agen penyakit infeksi ataoxin dari agen tersebut, yang terjadi melalui transmisi
agen atauoxin dari perantararéservoir) tertentu kepada induk semangpgt)
yang rentan tertular penyaksdugceptible) baik secara langsung atau tak langsung.
Jadi istilah epidemi lebih luas dari penyakit kgnaa atau penyakit infeksi
(Lapau B, 1995).
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Pola penyebaran epidemi pada penduduk dipengardgm beberapa
faktor. Faktor yang jelas berpengaruh dalam pemgebapidemi antara lain yang
pertama adalah musim, perbandingan daerah-daeftahabeutara dan belahan
selatan juga daerah tropis berguna dalam menunjalakah faktor musim
memegang peranan penting. Maksudnya pada hal-n@ntie faktor musim
berperan dominan dan pada hal-hal lain tak berpahg®ari data yang diperoleh
pada daerah yang memiliki empat musim, pada akhisiim dingin terjadi
campak, hepatitis A, pada akhir musim panas tenpadio, pada awal musim
dingin terjadi influenza, pada musim semi terjadimps, sedangkan TBC tidak
bergantung pada musim. Yang kedua adalah faktdrikbdisi geografis. Cara
klasik untuk melihat terjadinya suatu epidemi adatlengan memplot setiap
kasus baru pada peta dari daerah yang bersanghistrnibusi penyakit sering
menunjukan adanya konsentrasi pada daerah geogmaéiatu. Misalkan polio di
Chicago, 1956. Tingkat tertinggi didalam kota, sanyyerhubungan dengan
konsentrasi penduduk keturunan Negro. St. Louie@maitis di Houston, 1964.
Tingkat tertinggi di dalam kota, tak memandang kasus terbanyak disepanjang
sungai yang melalui kota. Sedangkan Hepatitis Aldbama, 1955. Konsentrasi
dekat pelabuhan, di daerah motel dan restoran @oDg 1996).

Salah satu masalah yang muncul dari fenomena sliagl@ah bagaimana
cara membatasi penyakit menular yang efektif ddpgakukan. Sampai saat ini
ada dua cara yang sering dilakukan, yang pertamgupangan kontak antara
kasus yangnfectious dan susceptible misalnya dengan karantina. Cadadah
suatu cara yang sangat efektif, akan tetapi sasgét diterapkan dalam
kehidupan sekarang ini. Oleh karena itu cara tetsgtlak menjadi perhatian
dalam makalah ini. Sedangkan yang kedua adalahupamgan susceptible.
Pendekatan seperti ini dapat dilakukan dengan ussdiaa medis. Masalahnya
adalah seringkali usaha medis yang dilakukan tidpimal sehingga justru
menimbulkan cost yang cukup besar dibandingkan aterigefektifan usaha
tersebut dalam membatasi epidemi. Selanjutnya dataakalah ini akan
dijelaskan suatu model matematis dari optimisagahasnedis dalam membatasi

epidemi ini.
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2. PROSESPEMODELAN

Dalam membatasi epidemi, salah satu masalah y&eglapi oleh tenaga
medis adalah seringkali usaha medis yang dilakukdok membatasi epidemi
tersebut kurang efektif, sehingga justru cost yaikgluarkan dari usaha medis ini
sangat besar jika dibandingkan dengan keberhaddéam pembatasan epidemi
tersebut. Sehingga cost dari usaha medis dan kilwatamewabahnya epidemi
tersebut perlu diminimumkan, dan hal inilah yakgradijadikan fungsi objektif
dari permasalahan di atas. Sedangkan yang mengamlala dari masalah ini
adalah perlu diperhatikannya jumlah total pendudak usaha medis maksimum
yang dapat dilakukan, juga jumlah orang yang tekisif suatu penyakit pada awal
dan akhir waktu yang sudah ditentukan sehinggaralge model perubahan
jumlah orang yang terjangkit penyakit epidemi.

Misalkan pada saat t jumlah orang yang terinfeksitu penyakit adalah
X(t). Asumsikan bahwa sebelumnya tidak ada vaksiha@gu pertumbuhan dari
jumlah orang yang terinfeksi suatu penyakit adalalft), dimana x(t)
proporsional terhadap x(t) saat x(t) kecil dan fipsetapi x (t) akan menurun jika
X(t) sangat besar, ini disebabkan jumlah orang yemmfeksi akan semakin
sedikit karena batas maksimum dari jumlah pendyshda daerah yang terkena
epidemi, sehingga didapat model matematika persatogsstik sebagai berikut,

X (t) = bx(t)[N — x(t)] ..(2.1)
dengan b suatu konstanta dan N jumlah total maksipenduduk yang mungkin
pada daerah yang terkena epidemi.

Persamaan diferensial (2.1) di atas merupakan Spatsamaan yang
menunjukan bahwa laju infeksi sebelum adanya usabdis yang dilakukan
untuk membatasi epidemi. Selanjutnya jika dilakukeaha medis u(t), maka
usaha ini akan mengurangi laju yang terkena infsgbesar u(t)x(t). Disini u(t)
(terletak O < u(t) < U) adalah suatu ukuran daahasmedis (dengan batas atasnya
U) dan laju dari usaha medis yang dilakukan prapoed dari banyaknya orang
yang terinfeksi penyakit. Dengan memperhatikan gmeesan logistik dan usaha
medis ini didapat
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X (t) = bx(t)[N-x(t)] — x(t)u(t) ..(2.2)

dengan x(0) =xx(T) =x,0< x(t) < N,0 < u(t) < U, Ot

Selanjutnya persamaan (2.2) digunakan sebagai lend@i model
kontrol optimal yang dibahas. Sedangkan fungsikiibjdari masalah ini adalah
akan diminimumkannya cost dari usaha medis yangkuklan akibat adanya
epidemi. Misalkan x(t) menunjukan jumlah orang y&erzena infeksi pada waktu
t, dari keseluruhan penduduk sebanyak N, dan ugtjumjukan intensitas usaha
medis yang dilakukan pada waktu t. Dalam pembentukangsi objektif
persamaan Xx(t) dan u(t) masing-masing perlu dikalidengan suatu parameter,
misalkan k dan K. Parameter k dan K secara bermemunjukan suatu unit biaya
yang digunakan untuk usaha medis dan dampak dalaljuorang yang terinfeksi

akibat epidemi.
MuinJ(u) = ]'e“* [Ku(t) + Kx(t)] dt ..(2.3)

Dari kedua proses pemodelan di atas, didapat mkalgiol optimal masalah

pembatasan epidemi
T
MinJ = j e [ku(t) + Kx(t)] dt ..(2.4)
0

dengan kendala
X (t)= bx(H[N = x(1)] — x®u(t) ; X(0) = ¥ x(T) = xr,
0<x(t)< N, O<u(t)< U, Ot

Di sini u(t) adalah fungsi kontrol dan x(t) adafangsi keadaan.
3. PENYELESAIAN

Pada bagian ini akan dicari fungsi kontral, yang merupakan
penyelesaian dari (2.4). Perhatikan bahwa modeleemi ini fungsi kontrolnya
linear pada fungsi objektif dan kendalanya dibafeia Gu(t)<U. Menurut
prinsip maksimum Pontryagin bahwa Hamiltonian ak@nimal tergantung dari
fungsi kontrolnya. Karena dalam masalah ini Hamito memiliki fungsi kontrol

yang linear dengan<u(t)<U maka fungsi kontrolnya adalah O atau U, kecuali
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jika koefisien u(t) pada Hamiltonian adalah nol dma untuk kasus ini nilai
fungsi kontolnya terletak antara 0 dan U. Kasugyya@rtama ini disebut kontrol
bang-bang (fungsi kontrol melompat antara 0 dan dd); kasus yang kedua
disebut kondisi singular.

Pada model epidemi ini mula-mula optimalisasi thrgada interval bang-
bang, kemudian suatu kondisi singular, selanjuintierval bang-bang yang lain
(yang akan mencapai syarat x(T) §.xUntuk lebih jelasnya perhatikan proses
penyelesaian berikut ini. Dari prinsip maksimum tPgagin didapat bahwa

Hamiltonian dari masalah (2.4) adalah

H=e& [ku(t) + Kx(t)] + p, (O{bx(t)[ N — x(t)] — u(t)x(t)} ..(3.1)
Untuk mencari u sehingga meminimalkan fungsi olifjef@.4), berdasarkan
prinsip maksimum Pontryagin, didapat:

H[X(t),d(t),t, p(t)] < H[X({),u(t).t, p(t)]; Ou(t) OU ..(3.2)
atau

e [ka@)+ KX®]+p,fb X(t) [N - X®)] - at) Xt} <

g4 [ku(t) + KX(t)] + py ()b X(t) [N — X(t)] — u(t) x(t)} ..(3.3)
Dengan hanya memperhatikan suku-suku pada persanfdan3) yang

mengandung u(t) maka masalah yang bersesuaiart déaphskan sebagai

berikut :

min e'dt ku(t) - p, (t) x(t)u(t); O<u(t) <U ;0t O [0,T] ...(3.4)
Untuk memudahkan penyelesaian definisika) =e* p, t . Dan karena faktor
eJt selalu positif, maka masalah yang bersesuaian mienja

muin [k - p(t) x(®)]u(t); O u(t) <U ...(3.5)

Dan persamaan diferensial adjointnya adalah

“p,(t) = ‘Z—j: ke % + p,(t) {bN — 2bx(t) — u(t)} ..(36
atau
B,(t) + {bN — 2bx(t) — u®} p,(t) = K& (3.7

Jika persamaan (3.6) dikalikan dengzﬂimaka didapat
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e p,(t) + {bN — 2bx(t) — u()} € p,(t) = K ..(3.8)
dan persamaan (3. 8) dapat juga ditulis sebagai
e p(t) + 0e® p,(t) +{- 6+ bN = 2bx(t) — u®}& p,(t)= K ...(3.9)

Karena(t) = e‘d[ p, (t) + Jp,(t)] maka persamaan diferensial adjointnya menjadi
L) +{-0+DbN —=2bx(t) —u®)}u ()=-K ...(3.10)
Dari persamaan (3.5) masalah yang bersesuaianotithetiengan kontrol bang-
bang
a)=0 ke p € x(t) <k
a(t) = U;jika pt)x() >k
Jika x(t) menyentuh batas, di 0 atau N, maka ugtu$ dimodifikasi agar x(t)
tidak melewati batas.
Tinjau persamaan diferensial yang diberikan padf) @ntuk x(t), untuk
u(t) = 0 pada suatu interval waktu t, dan untuk a@) pada suatu interval waktu t
yang lain.
Jika u(t) = 0 maka dari persamaan (2.2) didapat
X (t)= bx(t)[N — x(t)]
sehingga diperoleh
X(t) = N/(1 + ae™™), dimanaa adalah suatu konstanta integrasi.
Jika u(t) = U maka dari persamaan (2.2) di dapat
X (t) = (bN — U)x(t) — b(x(t)}
Pertama tinjau jika b < U/N, maka
X (t) = -b(gx(t) + (x()f); dengan g = (U/b) — N > 0.
Sehingga diperoleh
X (t) = g/(Be™ - 1), dimanaf adalah suatu konstanta integrasi.
Kedua, tinjau jika b > U/N, maka
X (t) = -bx(t)(-h + x(t)); dengan h = -(U/b) + N > 0
Sehingga diperoleh

X (t) = h/(1 - e™™); dimanay adalah suatu konstanta integrasi.
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Optimalisasi usaha medis di atas merupakan kobanb-bang kecuali bagi
kondisi singular pada suatu T* dimana u(t) diatlalgm (0,U)) untuk memenubhi
syarat akhir x(T) =x
Bagaimana jikau(t)x(t) = k ? Ketika interval t = T pertimbangkan sebuah
solusi kondisi singular yang mungkin, dimana %¢t), u(t) = u , dengan xu =
k dan u(tEu’. Solusi ini menunjukan suatu kondisi singular,as& turunan
terhadap waktux(t) = 0 dan & { E 0. Karena turunannya nol, dari persamaan
(3.10) dan (2.2) di dapat

(-0 +bN—bx-u)u =-K dan 0=bYN-x]-ux
-0+bN—bx-u =-K/u =-Kx'/k dan 0=DbN ="t bx
Dari dua persamaan tersebut diperoleh
X = 0k/(K —bk) dan u= b(N —x)
(Dalam solusi kondisi singular ini, jika » N maka x mesti diganti dengan N
dan U dengan 0 untuk memenuhi kendalanya).
Dari penyelesaian masalah di atas didapat solasnapsebagai berikut :
N/[1+ae™ untukd (t) =0
>D<(t) = O k/(K — bk) untukd (t) = b(N — X)
g/[™ - 1ntukd (t) = U dan b<U/N
h/[1-e™ gntukd () = U dan b<U/N

4. SIMULASI KOMPUTER

Pada bagian ini akan diberikan simulasi komputesata pengefektifan
usaha medis dalam membatasi epidemi dengan kdvaraj-bang, untuk nilai-
nilai parameter berbeda dengan Mathlab.

Gambar 4.1 a,b,c berikut adalah simulasi yang dikak untuk parameted =
0.08, k = 0.003, K = 0.000004, N = 100, = 2, b = 0.00003 dan U = 1.
Diperoleh panjang interval t = 116 untuik= 0 dan kondisi singular pada t = 117
dengani (117) = 0.028 danx (117) = 61.38 sedangkan untuk=1 dengan

panjang interval t = 8.
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Gb. 4.1.a Grafik x sebelum pengobatan = Ghb4@rafik x setelah pengobatan

wwwww (hari)

Gb. 4.1.c. Grafik x sebelum dan setelah pengobata

Selanjutnya gambar 4.2 a,b,c berikut adalah simutasg dilakukan untuk
parameterd = 0.08, k = 0.003, K = 0.000004, N = 106~ 2, b = 0.0003 dan U

= 1. Di sini berarti nilai parameter b dinaikan aepak 1x16dibandingkan pada

simulasi Gambar 4.1a,b,c. Dengan menaikan nilaiekart laju penyebaran

epidemi atau orang yang terinfeksi penyakit lebépat. Diperoleh panjang

interval t = 12 untuki= 0 dan kondisi singular pada t = 13 dengan(13) =

0.276 danx (13) = 77.42 sedangkan untiik=1 dengan panjang interval t = 12.
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Gb. 4.2 a Grafik x sebelum pengobatan GBoAGrafik x setelah pengobatan
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5
aktu (hari)

Gb. 4.2.c Grafik x sebelunm datelah pengobatan

Sedangkan gambar 4.3 a,b,c berikut adalah simylasg dilakukan untuk
parameterd = 0.08, k = 0.003, K = 0.000004, N = 106@~ 20, b = 0.00003 dan

U = 1. Di sini berarti nilai parameteg ®inaikan sebanyak 1xi@ibandingkan
pada simulasi Gambar 4.1a,b,c. Dengan menaikanxgilderarti jumlah orang
yang terinfeksi penyakit lebih besar dibandingkadgsimulasi Gambar 4.1a,b,c
Diperoleh panjang interval t = 38 untuk= 0 dan kondisi singular pada t = 39
denganu (39) = 0.028 darx(39) = 61.38 sedangkan untik=1 dengan panjang

interval t = 8.
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Gb. 4.3 a Grafik x sebelum pengobatan Gbb4Grafik x setelah pengobatan
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Gb. 4.3.c Grafik x sebm dan setelah pengobatan
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5. KESIMPULAN

Lama waktu pengobatan dipengaruhi oleh cepat lamghatlaju
penyebaran epidemi. Semakin cepat laju penyebaaamaka waktu pengobatan
yang dibutuhkan untuk mencapai syarat akhir semiam. Sedangkan besar
kecilnya jumlah orang yang terinfeksi awal pada |a@nyebaran yang sama tidak

mempengaruhi waktu pengobatan yang dibutuhkan untarcapai syarat akhir.
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