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Abstract

The purpose of this research is to investigatetisoisi of boundary
value problems of second-roder differential oparhto variational

methods. Using variational formulation of the pehk, existence
of solutions of boundary value problems of secorakp

differential operator can be obtained.
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1. PENDAHULUAN

Banyak permasalahan-permasalahan praktis dalandugem nyata yang
dapat diformulasikan ke dalam model matematika, skbnya Persamaan
Diferensial PD). Misalnya masalah yang dapat dimodelkan meradi

d du
-——| p—|+qu=f, 0O<x<L 1
dx(pdxj q 1)

dengarp fungi yang mempunyai turunan kontirqufungsi kontinu, danf fungsi
yang diketahui. Misalkan dari masalah (1) dilengkapasalah syarat batas
Dirichlet u(0) =0 danu(L) = Q

Metode variasional merupakan salah satu metode ydektif dalam
analisis fungsional untuk menyelesaikan masalaly yeankaitan dengan operator
positif pada ruang Hilbert. Metode variasional dnlasarkan kepada minimisasi
dari fungsional kuadratik terkait dari masalah ydiiggrikan.

Perhatikan masalah kontinu

Au = f padaQ (2)
denganA operator diferensial linear pad®, dalam ruang Hilbert .
Dalam penerapannya metode variasional lebih mudedragkan pada

persamaan (1) dengahk operator yang simetris. Operatdrpada domainD,

57



Formulasi Variansional ...(Sutrima)

dikatakan simetris jika{Au,v) =(u,Av) untuk semuau,vOD,. Sedangkan
operatorA dikatakan positif padd,, jika (Au,u) =0, dan(Au,u) =0 jika dan
hanya jikau = 0. OperatorA dikatakan definit positif pad®, jika dapat dicari

suatu konstanta >0 sehingga(Au,u) = a||u||2. Terakhir, operatoA pada suatu
ruang bernorma dikatakan terbatas jika dapat dkamstantaa >0 sehingga
|Au[ < a||ul|, untuk setiajp.
Jika A operator linear positif pada ruang Hilbé#t maka dari (1) dapat
dibentuk suatu fungsional kuadratik
J(u) =(Au,u)-2(f,u)
= B(u,u) - 2(f,u) ©
denganB H xH - R fungsi bilinear yang simetris. Vektor meminimumkan
fungsional kuadratik (2) jika dan hanya jilkaemenuhi persamaan
(Au,v) = (f,v) untuk setiapv O ¢
atau dapat ditulis dengan
B(u,v) =< f,v>, untuk setiapv O ¢ (4)

Bader [2001]. Bentuk terakhir inilah yang seringsatiut sebagaformulasi
variasional dari masalah (1). Dengan ide formula ini akan rditkan

penyelesaian masalah syarat batas (1).

2. HASIL DAN PEMBAHASAN

Dengan mendefinisikan operat@y= —di(pdij+q, maka masalah (1)
X X

dapat dipandang sebagai masalah kontinu (2). Ddlamini diambil pada
Q=(@OL) dan fOPF =L,(Q) dengan hasilkali dalam pad& didefinisikan

sebagai
L
(uv) = J' uv dx
0

untuk setiapu,v ¢ . Untuk operatoA di atas,A: D, O - ¥ dengan
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D, ={uD0C%(Q);u© =u(L)=0}.
Sedangkan ruang energi yang bersesuaian deDgadalah
P o={udf *(Q);u0=ulL)=0}=F Q)
Akan dibuktikan operator ini adalah operator lineanetri dan definit positif
padaD,.
Lemma 1.
Operator diferensial A adalah operator linear, simetri dan positif pada D, .

Bukti. Ambil sebarangu,vUD, dana, S0 %,

Aau+ ) = [(~3 P& (au+ A) | +alau + 4i) o

: ai(—%(r%}qu) dx+ﬂi(—%(p$]+qu) e

=a(Au) + B(Av).
Hal ini menyatakan bahwa operafolinear.
Untuk sebarangs,v1D,, dengan integral parsial dan penerapan syarat

batas diperoleh

< Au,v>-= j( ( gzj qu)v dx

du dv
‘{(p&&”*w) .
Sedangkan

<u Av>:JL'u(—i( @j qv) dx
’ . dx P

L
I( du dv quvj dx
0

Dengan demikian operator A simetri.

Selanjutnya,
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Karena p(%) +qu® =0 , maka berlakus Au,u > =J'(p($j +qu®)dx=0.
X 5 X

Lebih lanjut, karenap # 0, maka< Au,u>=0 jika dan hanya jikau =0. Oleh

karena itu operatok positif padaD,.

Fungsional kuadratik] u( )yang bersesuaian dengan (3) pdda yang

berkaitan dengan masalah syarat batas adalah

J(u) =< Au,u>-2<f,u>

i du ')’ 2

=£(p(&j rqu —2fuJ dx 5)
untuk semuaullD,. Sehingga dengan prinsip minimisasi fungsionalrtikl
untuk masalah variasional dapat ditentukan eksstetian ketunggalan
penyelesaian dari masalah (1).
Teorema 2.
Fungsional kuadratik (5) mencapai minimum di u,JD, jika dan hanya jika u,
penyelesaian dari (1).

Bukti. (J) Misalkan u, penyelesaian dari (1) dalddy. Dengan men-

twsikanf = -4 pdt -
subtitusikanf = dx[p OIXj+qu0 ke dalam (5) diperoleh

J(u) = J’( p(%j +qu® + ZU(&[ p%) + qUOD dx

L 2
_ dul” _ . du, du 2
= .([ ( p((—dxj 2 e _dx] +q(u” + ZUOU)J dx
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¢ (du_duY i
-5 2
sjp(dx dxj dx+£q(u + 2u,u) dX.

0

Dari kondisi terakhir terlihat bahwa(u) akan mencapai minimum pad®, jika

dU _ Y
dx dx

batas yang ditentukan, maka-u,D,. Dengan kata lainJ u( )mencapai

dan hanya jika—— =0 di dalam D,. Karenau dan u, memenuhi syarat

minimum diu = u,.
(=) Sebaliknya, misalkan u( )nencapai minimum du,JD,. Ambil
sebarangUD, dan bilangan reala. Sehingga dengan kondisi minimum

diperoleh

d

0=4a

J(U, +av)

a=0

|: {j- [p( 0) +C|U0 2fu0j dX+20’j(dey (quo_f)vj
+a*[( p(Go* +av) dxH

¢ (duy av

Zj ( “dx dx +(au, - f)vj dx

o du,
ZJI dx( dxj qu—fjvdx

=2<Auy,-f,v>.

Karena berlaku untuk setiapll D,, maka menurut Lemma 3.2 [Reddy, 1986]

u, — f =0 atau Au, = f . Dengan kata lain, adalah penyelesaian dari (1).
Sejalan dengan Teorema 4.5[Rddy, 1986], maka Teor@mdapat

diperluas untuk domai, menjadi ruang energf ,. Dengan demikian untuk

data f 0P yang diskontinu maka eksistensi penyelesaian desalah (1)

61



Formulasi Variansional ...(Sutrima)

terjamin ada di dalan® ,. Eksistensi penyelesaiag dari fungsionalJ(u) pada

? , adalah tunggal. Hal ini dijamin oleh Teorema 4Reddy, 1984].

Selanjutnya akan dibahas tentang eksistensi pesajale dari masalah
nilai eigen
Au-Au=f, (6)
dengarw fungsi nonnegatif kontinu pada . Dalam kasus ini diambil syarat batas

Dirichlet seperti syarat batas untuk (1).

Perhatikan kembali formulasi variasional dari mak4|L),

B(v,u) =<v, f > untuk semua O ¢ ,. (7
_ dv du o
dengan B(v,u)—j(p&&+qvu) dx. Dalam hal ini jelas bahw& , adalah

ruang bagian dar? *(Q .)Karenagp fungsi positif, maka untuk sebarangl ¢ ,,
L 2
- du 2
B(u,u) _J;(p(dx) +qu jdx
< 2
> cJ'u2 dx = cful",
0

denganc batas bawah dag padaQ = (OL ) Hal ini mengatakan bahwa bentuk
bilinear B { u) adalah eliptik# ,. Akibatnya dengan Teorema 5.6 (Reddy,

1986), masalah variasional (7) mempunyai penyedasainggalu dan terdapat

konstantak > 0 yang tidak bergantung kepadalan f 0 # sehingga

Jull, < K] ®)
Dengan demikian untuk setiapf 0%  berkorespondensi dengan satu
penyelesaian variasional 0 ¢ ,. Oleh karena itu dapat didefinisikan operator
linear ter-batasT : # - # , sehingga

u=Tf. (9)
Dengan menggunakan (7) dan (8) diperoleh

B(v,Tf) =<v, f > untuk semuaf 0% danvOf ,
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Tf|| < K| f||. (10)
Selanjutnya akan dibahas sifat ddriapabilaT:¢ ,0%¢ - ? ,. Masalah

variasional berkaitan dengan (6) adalah meneéri# , sehingga
Bvuy —A<viu>=<y,f >. (11

untuk setiapvJ ¢ ,. Dalam hal iniB ¥ u )simetri dandan eliptik-# ,. Masalah
nilai eigen dari bentuk bilineaB v (1, adalah mencari bilangath # 0 dan fungsi

tak noluO® , sehingga

B(v,u)—-A<wv,u>=0, (12)

unutuk setiapv O ¢ .
Teorema 3.

Fungss uOf , adalah penyelesaian variasional dari masalah (11) jika dan
hanya jika
u-ATu=Tf.

Bilangan A adalah nilai eigen dari bentuk bilinear B(v,u) dan fungsi u#0
adalah fungsi eigen yang bersesuaian jika dan hanya jika
u-ATu=0
dipenuhi dalam ¢ .
Bukti.
Jikau adalah penyelesaian variasional dari masalah fidRa
B(v,u) = <v,f +Au> .
Dengan definisi dari operatdr[lihat (7) dan (9)] diperoleh
u=T(f +Au) atauu-ATu=Tf.

Untuk sebaliknya jelas.
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Jika masalah (12) mempunyai penyelesaian nomlkriviaka berlaku

B(v,u) = <v,Au> .
Dari definisi operatom dipenuhi
u=T(Au) =ATu.
Sebaliknya, jika kesamaan terakhir dipenuhi, malkasalah (2) mempunyai

penyelesaian non trivial.
4. KESIMPULAN

Berdasarkan hasil dari yang telah diuraikan bahwksistensi
penyelesaian masalah syarat batas (1) dan maskda&igen (6) dapat ditentukan

dengan metode variasional.
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