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Abstract

The solution of 3-soliton for Korteweg-de Vriesd¥) equation
can be obtained by the Hirota Method. The refortnutaof the 3-
soliton solution was represented as the superpaositf the
solution of each individual soliton. Moreover, thgymptotic form
of 3-soliton solution was obtained by limiting dfett parameter.
The phase shift of each individual soliton are gsed in detall
based its asymptotic form. The results of the aislghown that
the first soliton always have a phase shift caledvard, the
second soliton have some possibility (there is Inasp shift, have
a forward phase shift, or have a backward phai$g, stnd for the
third soliton always have a phase shift called back.

Kata kunci : Soliton, fase, soliter.
1. PENDAHULUAN

Berbagai fenomena alam yang terdapat di sekitar &#lah satu fenomena
yang terjadi adalah gelombang. Meskipun mekanigsiieuntuk masing-masing
proses dari gelombang-gelombang dapat berbedai ®anuanya mempunyai
gejala umum bahwa gelombang-gelombang tersebuiabkan adanya gangguan
fisik yang tidak putus-putus dan merambat melalists medium. Gelombang
merambat dengan kecepatan yang bergantung patimeiieum.

Dalam tulisan ini dibahas sifat interaksi gelombasaliter yang dari
persamaan Korteweg-deVries (KdV). Solusi soliter dalusi multi soliton (solusi
3-soliton) dari persamaan KdV digunakan metodethifoperator bilinier hirota).
Solusi 3-soliton ini selanjutnya akan dinyatakarbagmi reformulasi dari

superposisi individu soliton dan akan dianalisisrgeseran fase untuk masing —
masing soliton.
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2. GELOMBANG SOLITER UNTUK PERSAMAAN KORTEWEG-DE
VRIES

Gelombang soliter merupakan gelombang tunggal ya@gmbat dengan
satu puncak gelombang, tanpa mengalami perubah@okbdan kecepatan baik
sebelum maupun sesudah tumbukan. Profil daongghng soliter merupakan
fungsi sech.

Untuk menjelaskan gelombang soliter ini, diberiksmatu persamaan
Korteweg-deVries (KdV). Dalam bentuk normal, peraamKdV adalah

U — 6uux + uxxx = 0. (1)

Selanjutnya, untuk menyelesaikan persamaan KdV fididi&an

transformasi koordinat bergantung,

u(x,t) =f(x—ct) =f (¢) (2)

dengar€, = x — ct, ¢ konstanta sebarang. Jika persamaatidi@erensialkan ke-t

diperoleh dan ke-x, kemudian disubstitusikan kesgmiaan KdV (1) maka

diperoleh
—cj—;—6fg—;+%:o, 3)
Dengan mengintegralkan persamaan (3) sebanyak @dramenggunakan
syarat f d_f , :i:z , ... 0untuk & - £ o (syarat batas untuk gelombang
soliter) diperoleh
—%cfz—f3+%(j—;]2=0 (4)
atau of Cadr ©

f2f +c

2
df
Solusi akan diperoleh jika(d_fj > 0, dan (2 +c) = 0. Dengan

menyelesaikan persamaan (5) diperoleh
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()2 [ume )
_(e)—(qu\/EJ . 6)

Sehingga solusi gelombang soliter dari persamaanhd€thlah
u(x,t) = -1 c sectt /c(x —ct). (7)

Profil gelombang dari persamaan (7) untuk u posdiperlihatkan pada

gambar 1, dengan ¢ = Y%a.
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Gambar 1. Profil gelombang solitafx,t) =3¢ secﬁ%\/z(x —ct) pada

t=—50 dant =50, yang merambat dalaah ar

3. SOLUSl 3-SOLITON DARI PERSAMAAN KDV DENGAN METODE
HIROTA

Misalkan solusi gelombang soliter u 5 wmaka persamaan KdV dapat
ditulis menjadi

Wyt — BW Wy + Wixx = O, (8)

kemudian apabila diintegralkan terhadap x dan memaigan syarat w Wy , Wy ,

..»0 untuk x- £ maka persamaan (12) dapat ditulis menjadi

W — 3V\4<2 +Wyxx = 0. 9) (
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Dengan mengambilwzz% dan didifferensialkan terhadap x dant, maka

diperoleh persamaan KdV hirota

ff, —ff +3f2+ff  —4ff =0.

(10)
Dengan menggunakan operator bilinier
o a)(a o)
D'D'(fg)=| —— | | ———| f(x, t)g(x,,t
¢ D, (f.9) (at atlj (OX axlj (x, 1) g(x, 1)X1:X (11)

ty =t
maka persamaan (10) menjadi

B(f.f) =D«(Di+D’) (f.f)=2.0=0 (12)
yang merupakan bentuk bilinear dari persamaan KdV.

Solusi gelombang soliter dapat digeneralisasi Kassd\N-soliton, yang

lebih mudah diselesaikan dengan mengambil paransetearange, misalkan

solusi N-soliton secara umum dapat ditulis

u(x,t) :2%22”1 f(x,t) (13)
dengan f(x,t) =1+ is“ f. (1) (14)
=1
dan f, =Y exp@d, ), (15)
=1
dimana 6, =ax+wt+a,, n = 1, 2, 3, ... apabila persamaan (15)

disubstitusikan ke persamaan (16) maka diperoleh

B(L.1)reB(f,1+1f) +e’B(f, 1+ f.f,+1f,)+. +¢ Zf,_m.fm]+...:o (16)
m=0

dimana) f_ f =f ofo+f f+f f+ +f . +f f.
m=0

Jika diasumsikanf, = Han karen& sebarang parameter maKa(r = 1,2,... )

tidak identik dengan nol sehingga persamaan (lgatd#inyatakan oleh
B (1.1) =0, (17)
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B(fil+1f1)=0, (18)
B(f2.1 +f1.f1+1f2) =0, (19)
B(fs-1 +fa.f1+ frf2+1f3)=0, (20)

begitu seterusnya.
_ 0% _
Karena D,D,(a.1l)=——=D,D,(1.a) , maka Bf(.1) =
otox
B (1.fn), dan Bfn.fn+1) = B(fn+1.fn), untuk n =1, 2, 3,... sehingga dari persamaan
(17) — (20) dapat ditulis menjadi

Df1=0, (21)
2 Df2=- B(f1.f1), (22)
Os = - B(fi.f2). (23)
Menurut persamaan (15), dimisalkan
f, = exp(26,) +exp(26, )+ exp(26, ), (24)
dengan variabel fagk=ax+wt+a;, i = 1,2,3. Substitusif; ke persamaan

(21), diperoleh
{20 +8a0)+ (2w, +823) + (2w + 823}
(exp(291) +exp(26, )+ exp (26, )) =0 (25)
Persamaan (25) akan menentukan relasi disperslimen untuk solusi
3-soliton w = -4a%, i= 1,2,3 sehingga variabel fase dapat ditulis menjadi
6 =ax-4a’t+a, i=1,23.
Apabila fidisubstitusikan ke persamaan (22) maka

Df, = 3aa,(a, - az)zeXp (26, +26,) +3a,a,(a, - ae)zeXp(Zgl +20,) +

\ (26)
3a,a,a, -a,)°exp(20, +26,).

Kemudian apabila persamaan (26) diintegralkan tEjpax dan t untuk

menghilangkan operator D maka diperoleh
f,= A12 exp(26, +20,) + A13 exp(26, +26,) + A23 exp (26, +26;) (27)
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2 2 2
&% _| &7 | "3

dengan A”_(aﬁazj’ A”_(aﬁasj’ A”_(aﬁag) )

Dengan cara yang sama untuk mempergieh
_(a-a)%(a —a;)*(a, —ay)°

b T (ara)i(@ ra)i(ara) P AT (36)
_ 2 _ 2 _ 2

denganAlzgz(al azj (al aej (az agj. (37)

at+ta, ) \(qta) (& t+a

Substitusi f1, f2, dan f; ke persamaan (14) dengan mengangi 1
danf,=0,n=4,5, ..., diperoleh

f(x,0) =1+ (exp(26,) + exp(26, )+ exp(26,)) + (A, exp(29, + 20,) + (38)
AL EXP(20, +20,) + A\, exp(20, + 20,) + A, eXp (20, + 20, +20;))..

Dengan mengambixp(26,) = h,, exp(26,) = h,, dan exp(26,) = h,, sehingga
persamaan (38) dapat ditulis menjadi

f =1+h,+h,+h,+A_ hh, +A _hh,+A hh,+A .hhh, (39)
dimana A, A1s, A2z, dan Az dinyatakan pada persamaan (29) dan (37). Menurut
persamaan (18), maka solusi 3-soliton dari peraarkalV adalah

_5 0 (T
u(x,t) _Zax( f J (40)

denganf dinyatakan pada persamaan (40) dan
fx = 2a1h1 + 2a2h2 + 2a3h3 + 2(a1 + a2 )A12h1h2 + 2(ail. + aS)A13h1h3 +
2(a2 + aS)A23h2h3 + 2(a1 + a2 + a3)A123hlh2h3'

Profil gelombang untuk solusi 3-soliton dari pensan KdV diperlihatkan

(41)

pada gambar 2 — 4, dengan mengamp# 1, a, = 3/4, a, = 1/3, dana = 0.
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Gambar 2. Profil gelombang dari solusi 3-solitodgp&=—30 (sebelum tumbukan)
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Gambar 3. Profil gelombang dari solusi 3-solipanla t = 0 (saat tumbukan)
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Gambar 4. Profil gelombang dari solusi 3-solitodgpa= 30 (setelah tumbukan)

4. REFORMULASI SOLUS| 3-SOLITON

Solusi 3-soliton dari persamaan KdV pada persamdai8 dapat
dinyatakan sebagai superposisi soliton individu.
Proposisi :
Solusi N-soliton (N = 3) dari persamaan KdV ditdelam bentuk

u :Zalun (42)
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dimanau, = Zani tanhg, = 2@1% sech g,
0X 0X (43)

g, =0, +%In{%} , (44)

dengan 6, =ax+at+a,, n=123.

Fungsif, danf, untuk kasusN = 3 adalah
f, =1+ exp(d,) + exp(d,) + A,exp(d, + 26,),
f, =1+exp(&,) + exp(P;) + A, eXp(D, + 26;),
fy =1+exp(&),) +exp(d,) + Aexp(P, +206,),
f, =1+ A,exp(d,) + A exp(d,) + A, exp(d, + 26,),
fz =1+A,, exp(d) + Ay exp(D;) + Ay, exp(d, + 26,),
f, =1+ A exp(®) + A, exp(d,) + A, exp(P, + 26,),

(45)

Bukti :
Dari persamaan (39), persamaan (45) dapat ditdigadi

fi=leh, +hy+Auhoh,, L =1+ALh, +AGh, + A, hohy,
f=1+h; +hy +Ahh,, f, =1+ A,h +Ah  + A, hihy,
fy =1+h, +h, +A,hhy, ; =1+Ah, +Ah, +A . hh,,

kemudian jika diatas disubstitusikan ke persamddhdiperoleh

1+ A12h2 + A13h3 + A123h 2h3
1+h, +h,+A_hh, j

1+ A12hl + A23h3 + A123h1h3
1+h, +h;+Ahh, j

1+ A13hl + A23h2 + A123hlh2
1+h,+h,+A_hh, j

9, = 91"'%'”(

9, =6, +%ln( (47)

9; =6, + %ln(
Perhatikan bahwa,
a, tanhg, +a, tanhg,+a, tanhg,

2ah, +2a,h, +2ah; +2(a, +a,)A,hh, +2(a, +8)A hh, +

_ &, tag)Ahohs +2(a, +a, +3;)A 0 N0,

—(a +a,+
Lth,+h, +h, + AL, + AL +A i A, e )
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3
atau Y a, tanhg, :%—(a1+a2+a2). (48)

n=1

Apabila persamaan (48) dikalikan dengan dua daifedéshsialkan terhadap
X, maka

iiZa tanhg, = 2i T —Zi(a1+a2+a2) (49)
~ox ox\ f ox
diperoleh
S, =22 5. (51)
0 ox| f

5. BENTUK ASYMPTOTIK SOLUSI 3-SOLITON

Dalam pembahasan bentuk asymptotik dari solusili®¥scakan ditinjau
perambatan gelombang pada transformasi koordingekak dengan mengambil

parameter t- + o0, Tanpa mengurangikeumumamdiasumsika a >a, >a, >0
danmengambilr, = 0,sehinggauntuk varabelfased, =a x —a’t, +a,,n = 1,2,3,
berlakt

g, =ax-at. (52)

() Padat - —co.
Untuk 8, =konstan,d,,6, — —«, maka diperoleh

u=u, =2a’sech(d,) (53)

yang ekuivalen dengan solusi soliton pertama tamgpagalami pergeseran fase.

Untuk 8, =konstan,d, — - ,8, - o maka diperoleh

u= u, = 2a;seck(d, +1InA,,). (54)
yang ekuivalen dengan solusi soliton kedua yanggaemi perubahan fase

sebesakInA,,.
Untuk €, =konstan,é, — « ,8, - cmaka diperoleh

u=u, =2a’ secf‘?(ﬁ3 +1(InA, + InA23)) (55)
yang ekuivalen dengan solusi soliton ketiga yanghgatami pergeseran fase

1
sebesar;(InA, +InA ;).
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(i) Padat — oo.
Dengan cara yang sama, diperoleh

u=u, =2a’seck(g, +1(InA, +InA.,)).

u=u,= 2822 SGCH(@Z +%|nA23)
(56)
u=u,;= 2832 SGCH(H:;)

6. PERGESERAN FASE SOLUSI 3-SOLITON

Pergeseran fase merupakan perubahan arah fasegmassimg soliton
sebelum dan sesudah tumbukan terhadap soliton lgagmgPergeseran fase ini
dijelaskan terhadap arah sumbu x karena gelombalitgrs berjalan sepanjang
sumbu x. MisalA, menyatakan pergeseran fase soliton ke-n (n=1) 2ntara t =
—oo (sebelum tumbukan) dan t = (setelah tumbukan), maka pergeseran fase
dapat dihitung melalui bentuk asymptotik atau lmtit asymptotik.

Menurut persamaan (53) maka pada ta soliton ke pertama tidak
mengalami pergeseran fadg (...) = 0) sedangkan menurut persamaan (56) maka
padat =o soliton pertama mengalami pergeseran fAge &) sebesar

2_;1 (In At In A13) sehingga diperoleh

_%(In AL +InAL)
Cl
Dengan cara yang sama akan diperoleh pergeseran fase soliton kedua

A, = (57)

dan ketiga masing — masing adalah sebagai berikut:

(InA,-InA);)
(nA, 2InA,,) |

, :
Jka O < A <ldengani =1, 2, 3 danj =1, 2, 3 maka> O,

mengakibatkan juselalu mengalami pergeseran fase maju sepanjanigusx dan

(58)

1

— 2
A, =

1

2

A, =

A3z < 0, mengakibatkan suselalu mengalami pergeseran fase mundyr,

mempunyai beberapa kemungkinan, sebagai berikut :
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1) A, bernilai nol, jika In A2 = InAx; atauai=aa,, Yyaituutidak mengalami
pergeseran fase .

2) A, bernilai positif, jika In A, > InAy; atau a’ < a,a,, yang mengakibatkan
U, mengalami pergeseran fase maju.

3) Ay bernilai negatif, jika In & < InAys atau a’ > aa,, yang mengakibatkan

U, mengalami pergeseran fase mundur.
7. KESIMPULAN

Solusi 3-soliton dari persamaan Korteweg-de Vi) dapat diperoleh
dengan Metode Hirota. Reformulasi solusi 3-solitaimyatakan sebagai
superposisi solusi masing-masing individu solitS8edangkan bentuk asymptotik
solusi 3-soliton diperoleh melalui proses pelimitéerhadap parameter t.
Pergeseran fase dari masing-masing individu solitibahas secara detail
berdasarkan bentuk asymptotiknya. Soliton pertaamkgtiga selalu mengalami
pergeseran fase karena selisih antara pergesesan siebelum dan setelah
tumbukan tidak pernah nol, dimana soliton pertanegagalami pergeseran fase
maju dan soliton ketiga mengalami pergeseran fasedar. Soliton kedua tidak
selalu mengalami pergeseran fase karena seliséiiaapergeseran fase sebelum
dan setelah tumbukan dapat bernilai nol, terganpap bilangan gelombang
individu soliton, dimana apabila kuadrat bilangatoghbang soliton kedua sama
dengan hasil kali bilangan gelombang soliton pestatan ketiga maka soliton
kedua tidak mengalami pergeseran fase, apabilar&udilangan gelombang
soliton kedua lebih kecil dari hasil kali bilanggalombang soliton pertama dan
ketiga maka soliton kedua mengalami pergeserannfage, dan apabila kuadrat
bilangan gelombang soliton kedua lebih besar dasil tkali bilangan gelombang
soliton pertama dan ketiga maka soliton kedua nlangapergeseran fase

mundur.
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