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Abstrak

Masalah knapsack collapsing merupakan generalisesalah
knapsack 0-1. Kapasitas pada masalah knapsackpsiolia
merupakan fungsi turun ( non-increasing functioatgs jumlah
item yang dimuat. Masalah ini dapat diselesaikangde dua
pendekatan, vyaitu : reduksi ke masalah knapsack dad
pendekatan program dinamik. Masalah knapsack cdigpdapat
diselesaikan dalam waktu pseudo-polinomial dengadu&
algoritma  tersebut. Kedua  algoritma  tersebut akan
diimplementasikan ke program dalam bahasa Pascdldla
instance yang diberikan akan dijalankan pada kepiggyram
tersebut. Kemudian waktu tempuhnya dicatat. Ekspesri
komputasi membuktikan bahwa kedua algoritma tetsefigien.

Kata kunci : masalah knapsack collapsing, masatepgack 0-1,

program dinamik.
1. PENDAHULUAN

Masalah knapsack collapsing (MKC) termasuk mas#&ia@psack non
linear. Kapasitasnya merupakan fungsi tidak bertdmgon-increasing functiof
atas jumlah item yang termuat. MKC pertama kaliethkkakan oleh Posner
(1978). Penelitian ini dimotivasi oleh aplikasi @l satelit komunikasi. Pada saat
hanya ada satu pengguna seluruh jalur komunikgstdiigunakan. Akan tetapi
jilka ada pengiriman ganda pada jalur komunikasi anakperlukan partisi
penugasan jalur untuk masing-masing pengguna. sParti mencegah

pembicaraan silang tetapi juga mengefektifkan kigm&omunikasi. Diberikan

! Disampaikan dalam Seminar Nasional dan KonferdteMatika ke-8 di UNDIP Semarang, 9
Maret 2002.
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kendala kapasitas pada masalah sehingga para pengdijinkan untuk
berkomunikasi. Fungsi yang dimaksimumkan merupaksnlahan nilai para
pengguna. Bobot merupakan ukuran jalur yang ditkan oleh pengguna dan
kapasitas jalur merupakan fungsi dari jumlah penggu

Pferschy dkk (1995) menyelesaikan MKC dengan mésdya ke
masalah knapsack baku (RMKB) dan melalui pendekpéanrograman dinamik
(PPD). Dalam RMKB setelah MKC direduksi ke masdtahpsack 0-1 (MKB),
masalah diselesaikan dengan algoritma minknap giikegnukakan oleh Pisinger
(1995). MKC dapat diselesaikan dalam waktu psewdm@mial melalui program
dinamik. Ditinjau dari kompleksitasnya waktu tempalgoritma PPD lebih kecil
daripada waktu tempuh algoritma RMKB.

Penelitian ini bertujuan untuk membuktikan bahwgodatma RMKB dan
PPD efisien dan mengetahui waktu tempuh keduarititgo tersebut dalam
menyelesaikan suatu masalah jika dioperasikanasekgmputer. Penelitian ini
dilakukan dengan cara mengimplementasikan algoriiRhKB ke program
dalam bahasa C versi 2.0 dan algoritma PPD akamphiimentasikan ke program
dalam bahasa Pascal versi 1.5. Data instance y#mgikdn untuk kedua
algoritma tersebut adalah profip; berdistribusi secara random dalam [1,70],
bobot w; Dberdistribusi dalam [1,40] dengan kapasitas). Fungsi b(.)
dikonstruksikan dengan membangum bilangan random dalam [1,40] dan
memilih nilai ini dalam urutan tidak bertambah. tukn setiap nilain diberikan
tiga data instance dan setiap data instance diatarpada kedua program.

Kemudian waktu tempuhnya dicatat dan dihitung wadtopuh rata-ratanya.
2. MASALAH KNAPSACK COLLAPSING

MKC 0-1 didefinisikan sebagai berikut :

n
Memaksimumkan )’ px

=1
n n

dengan kendala > w; x sb[inJ . x 0{ogd,i=1..n
i=1 i=1

pi, Wi, X; bilangan bulat positif
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pi : “profit” item i

w; : “bobot” itemi

X : variabel keputusan

b(i) . fungsi tidak naik atas{1,2,..,n} yang menyatakapdsitas knapsack.
MKC akan diselesaikan dengan reduksi ke masalapsat& baku (RMKB)
dan pendekatan program dinamik (PPD).

Reduks ke Masalah Knapsack Baku
Diambil A= Zn:vvi dan C= Zn:pi . Tanpa menghilangkan keumuman
i=1 i=1
diasumsikan 0<b(i) < A untuk semud, dengan kata lain diambil nild(i)
adalahA dann= 3. Akan dibangun MKB dengam2tem yang mempunyai bobot
a;,...a,, dan nilai y,,...,y,, untuk item yang bersesuaian. Didefinisikan bobot
baru
ai =w +Ai=1..,n
a; =(4n—-i)A-b(i-n),i =n+1..2n
dan nilai baru
yi=p +C,i=1..,n
Yi =(Bn+1-i)C,i =n+1..2n
Item dengan indeks {1} disebut item kecil dan item dengan indeks
{n+1,.., 2} disebut item besar. Pada MKB ini maksimum jumlgdm yang
dimuat adalam + 1 item yaitun item kecil dan satu item besar. Jadi kapasitas

knapsack pada MKB adalah
c= Zn:(w, +A) +(4n-2n)A-b(2n-n)
i=1
= A+nA+2nA- A=3nA
MKB adalah menentukan himpunan bagian item yaegiaksimumkan
nilai dengan bobot terbesarDiperoleh MKB Memaksimumkan iyixi

i=1

n
dengan kendala Y ajx <c , x 0{03},i=1..2n
i=1

170



Solusi Masalah Knapsack ... (Indarsih dan Widodo)

MKB ini diselesaikan dengan algoritma minimal untolasalah knapsack 0-1
(algoritma minknap ). Algoritma minknap didasarkpada program dinamik
dengan batas wakt®(nc). Karenac=3nA maka MKC diselesaikan melalui
reduksi ke MKB dengan batas wakifn®A). Dari reduksi ini diperoleh lemma

dan teorema di bawabh ini.

Lemmal
Dalam penyelesaian fisibel MKB, knapsack memuaingabanyak satu item

besar. Dalam kasus indeks item besan$1< j <2n knapsack memuat paling

banyak j —n item kecil.

Bukti
ltem besar jn+1< j <2n mempunyai bobotaj = (4n—j)A-b(j—n).
Untuk j=2n diperoleh

a; =@n-2n)A-b(@2n-n) = (2n-DA
dan untulj=n+1 diperoleh

a; =@n-n-)A-b(n+1-n)=E@Bn-)A-b()
Karenab(l) < A danb(l) > 0 maka berlaku

(2n-DA<a; < (@Bn-DAn+1l< j<2n.
Karenac=3nA maka knapsack tidak mungkin memuat dua atau lédihn besar.
Untuk membuktikan pernyataan kedua dalam lemmanllatem besar dengan
indeksj termuat dalam knapsack . Kapasitas yang tersisek ibem kecil adalah
3nA-a; =3nA-(@n-j)A+b(j—n) =(j—n)A+b(j —n)

Karena setiap item mempunyai bobot paling sedkdan b(j —n)< A maka

paling banyakj — n item kecil dapat termuat.

Lemma 2
Dalam penyelesaian fisibel MKB dengan nilai sasatarkecil (2n+21)C +1,

knapsack memuat sebuah item besar dengan indeksljs j < 2n dan tepatnya

j-n item kecil.
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Bukti

n n
Nilai keseluruhan untuk semua item kecil adaldhy; = > (w +C . Untuk
i=1 =1

mencapai nilai (2n+1)C +1 maka item besar dengan indekdarus termuat
dalam knapsack. Diambil himpunan indeks item kecil yang termuat dalam
knapsack, |I|=banyaknya himpunanl . Andaikan |I|<j-n, maka nilai
keseluruhan dalam knapsack paling besar

i+ S(C+w)=(n+1- C+C+ Tw
igdl igdl

<(3n+1-j)c+(j-n-2)c+C=(2n+1)C
Karena diketahui nilai sasaran terke@h+1)C + mhbka terjadi kontradiksi. Jadi
paling sedikit j —n item kecil harus termuat dalam knapsack. Dengammia 1

terbukti tepatj — n item kecil termuat dalam knapsack.

Teoremal
MKC mempunyai penyelesaian fisibel dengan nilaasas V jika dan hanya

jika MKB mempunyai penyelesaian fisibel dengani ségaranV + (2n+1) C

Bukti
Diketahui MKC mempunyai penyelesaian fisibel dengaitai sasaranV .

Didefinisikan | ={i | x =1}. Dengan kata lain), p; =V dan > w <b(]1 |).
icll icll
Diberikan penyelesaian untuk MKB memuat semua iterail dengan indeks

dalam | dan item besar dengan indeks | .|Njlai sasaran pada penyelesaian
ini adalah
Yoe+ 2(C+p)=@n+1-n-[I C+[I[C+ T p,
i0l i0l
=(2n+1- |1 )C+ ]|l |C+V
=(2n+1)C+V

dan bobotnya adalah

e+ 20 = (@n—-n=[L JA=b(n+ |1 |-n)+ 3 (w + A)
icl il
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=3nA-[TTA=B( T )+ 2w+ [l ]A

]
=3nA+ Y w; —b(1 )
idl
Karena > w; <b(|1 |) maka diperolen3nA+ > w; —b(] 1 [)<3nA=c. Terbukti
i0ll i0l

MKB mempunyai penyelesaian fisibel dengan nilaasas V + (2n+1)C .

Diketahui MKB mempunyai penyelesaian fisibel dengamlai sasaran

V +(2n+1)C. Lemma 2 menyatakan bahwa knapsack memuat setematbésar
dengan indeksj, n+1< j<2n dan j—n item kecil . Diambil | himpunan
indeks item kecil dalam knapsacHK,| |- j—-n . Keseluruhan bobot pada
penyelesaian fisibel untuk MKB paling besar adaladrtinya

c=3nAzaj+ > a; =@n-)A-b(j-n)+ X (A+w)

idl idl
=@n-n—[l NA=-b(n+ [l |-n)+ > A+ > w
ior ol
=3nA- |1 A=D1 )+][I A+ YW

idl
=3nA+ (2w —b( 1))
il
Ketidaksamaan ini bernilai benar. Nilai sasaradappenyelesaian ini adalah

@n+)C+V =y, +>y,

iol

=@n+l-j)+ 2(C+p)

il
=@n+1-|I[-nNC+ 2 C+2 p
iol 0l
=@n+DC- [ |CH[I[C+ X
il

=(@n+1C+ > p
i0l

Dari kesamaan ini diperole¥ = > p; . Jadi item pada MKC yang mempunyai
icll

indeks dalaml mempunyai nilai sasaran dan bobot paling besd(|1 .|)
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Pendekatan Program Dinamik

Selain dengan cara reduksi di atas MKC dapat digddan dengan
pendekatan program dinamik (PPD). DiberikBrmdalah nilai maksimum dari
b@),i =1...n. Didefinisikan f; (C);i=1.,nmk=1.,i;C=0.,b(k) menjadi
penyelesaian optimal untuk masalah knapsack derdjzm kendala yang

didefinisikan pada item pertama.

fik (€)= makdS g pjxj 122wy xj < (kY T2y %) = koxj {0,  =1..if
Diambil himpunan nilai awal sebagai berikut :

f00(€) =0 untuk semu& = Q..,b

foi (C) = —c0 untuk semu&k =1,...,n dan semu& = Q..,b '

Mudah dipahami bahwaf,,(C )mempunyai interpretasi nilai optimal
pada rekursi ke-i dengan item yang tersedia tetapi jumlah item yang dimuat
sebanyakk danc menyatakan batas bobot yang mungkin , jadiidak selalu
tunggal. Jelas bahwaf,, (C Jidak fisibel jikak >i, karena tidak mungkin
knapsack memuat sebanyak item yang lebih besaitdariyang tersedia. Nilai
f,. (C) ditentukan dengan relasi rekursi

fi—1k (C)
fi-ik-1(C—w) + p;, k>0C—-w >0

fi,k(E) = makz{
Nilai optimal akan diperoleh pada rekursitkgaitu Z = maks f,,  (b(n))
k=1..n

Pada setiap tahapamn diperlukan sebanyak k perbandingan dan

penghitungan dan untuk suatu diperlukan sebanyalb k( perbandingan dan
penghitungan . Karena nilai maksimumadalahn, nilai maksimumb K adalah
b' dani berjalan dari 1 sampai maka algoritma PPD mempunyai batas waktu
O(n’b").

Pada kenyataannya proses rekursi tidak menggumakantonisitash (.)

jadi pendekatan program dinamik dan reduksi ke M¥&Blaku untuk sebarang

distribusi fungsi kapasitas.
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Dengan menggunakan PPD diperlukan storage untukyimpan state

(n,u) denganmr= f,, (4). Jika b (.) fungsi kapasitas dengan urutan tidak naik

maka diperoleh proposisi di bawah ini.

Proposisi 1

Batas atas pada state (7n,u) dengan =1 (u) adalah

U7z, 1) = 77+ (DK +2) = £2) Pi g / W 4q ]

Bukti

Sesuai dengan definisi staa, 4 yang bersesuaian dengan vektor penyelesaian
dengan ZXJ. =k, maka untuk memperbaiki penyelesaian knapsack sharu

i=1
memuatk +1 atau lebih item. Batas muncul sebagai penyelesaituk masalah

mak5{ﬂ+2?:k+1pi |+ 2w < bk +2); % 20}-
Proposisi 2

Diambil h=makgj | ], w <b(j)] dan K =makj|b(j)= 3" w|, maka

Zinzlxi < K dalam sebarang penyelesaian optimal untuk MKC.

Bukti
Diambil Bzzihzlwi. Penyelesaian optimal untuk masalah knapsack 0-1:
mak&{Z =>Lp 12w < X D(O;L}} diberikan olehZz =Zih=1 p; . Nilai Z

ini juga menjadi penyelesaian fisibel untuk MKC. tukh masalah knapsack 0-1

yang didefinisikan pada item yang sama tetapi derkgg@asitas yang lebih kecil

b(k) < c, k=K +1,---,n dan dengan menambah kend@é‘:lxi =k maka nilai
sasaran tidak lebih baik dati Dengan kata lair) " x <K

Vektor penyelesaian MKC yang diselesaikan denga® Riperoleh
dengan menelusuri kembali himpundp, (C ygng menghasilkan penyelesaian
optimalZ. Proses penelusuran dikerjakan dengan cara sdiegait :

* Menentukan nilak yaitu nilai yang memberikari,  (b(k)) = Z
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*« Menentukan nilai binex;

for I:=ndownto 1 do
if £ (b(k)) = fj_gk-1(b(k) =W ) + p; then
b(k) := b(k) —w
k:=k-1,
X:=1
else

Eksperimen

Kedua program dijalankan pada komputer AT 486. Deksperimen
diperoleh waktu tempuh rata-rata kedua algoritmiandamenyelesaikan suatu

masalah berukuram

Waktu tempuh (detik)
n RMKB PPD
3 0.11 0
4 0.16 0
5 0.50 0
6 0.60 0
7 0.66 0
8 066 0
9 0.66 0
10 0.71 0
11 0.71 0
12 0.74 0
13 0.77 0
14 0.77 0
15 0.88 0

Tabel waktu tempuh rata-rata
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Grafik fungsi waktu tempuh algoritma RMKB
3. KESIMPULAN

1. Masalah knapsack collapsing dapat disiéiasa dengan reduksi ke
masalah knapsack baku (RMKB) dal@n’A) dan pendekatan program
dinamik (PPD) dalar®(n’b ).

2. Algoritma RMKB dan PPD termasuk algmat yang efisien karena
fungsi kompleksitas waktunya adalah pseudo-poliabmi

3. Waktu tempuh algoritma PPD lebih kecil daripaggktu tempuh algoritma
RMKB dalam menyelesaikan masalah karena tilaielalu lebih kecil sama
denganA.
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