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Abstrak

Pada makalah ini dikembangkan Teknik Integral 8afalB)

untuk mengetahui pengaruh gravitasi dan tegangamyy@an
pada aliran fluida di atas gundukan dalam salueargymana aliran
fluidanya dalam dua-dimensi, tak-mampu-mampat, biadputar
dan tak-kental. Bentuk penyelesaiannya adalahnsigiersamaan
integral-batas yang berasal dari teknik Riemantétil untuk
masalah batas campuran dari fungsi analitis.

Kata kunci : Teknik Integral Batas, Permukaan Belgmavitasi

dan tegangan permukaan

1. PENDAHULUAN

Perkembangan matematika terutama yang diaplikagieata dinamika
fluida oleh ahli matematika , fisika dan teknik ael mampu membantu
memprediksi dengan tepat sifat-sifat aliran fludigpermukaan bebas. Masalah
tersebut sangat penting dalam bidang teknik hikakerutama pada aliran fluida
di permukaan bebas, seperti pancaran bebas , diiraias lereng , limpahan air
pada gerbang pintu, aliran yang bertingkat danlEm Jelas bahwa studi tentang
aliran fluida di permukaan bebas tidak hanya pgntialam matematika saja
tetapi juga untuk para ahli teknik.

Dalam penyelesaian yang lebih kompleks dari masalahn fluida di
permukaan bebas, teknik perhitungan secara numegé telah mangalami

perkembangan. Sebagian besar keadaan dan metode digimakan adalah
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dengan beda-hingga, metode elemen-hingga dan eneteshen batas. Penelitian
secara numerik pada aliran fluida di permukan betedsh dilakukan oleh

Southwell dan Vaisey (1946) dengan menggunakan deeteda-hingga dan
metode relaksasi untuk memperoleh penyelesaianraseuamerik dari aliran

fluida pada air terjun dan dibawah pintu air. Selbeya metode beda-hingga
adalah teknik yang lebih sesuai untuk masalah délatas geometri, namun hal
ini tidak menguntungkan karena biasanya aplikasi tilak sesuai dengan
keadaan. Maka metode yang lebih tepat adalah demgaggunakan metode
elemen-hingga yang biasanya sangat berhasil dalamyetesaikan masalah
permukaan bebas. Sebagai contoh telah dilakukah Glean, Larock dan

Hermann (1973) diperoleh penyelesaian numerik umtidan fluida di bawah

pintu air dan juga oleh Voroglu dan Finn (1978)ttBg1979) dan Aitchson

(1979).

2. PERUMUSAN PERSAMAAN INTEGRAL BATAS

Pada makalah ini diselidiki pengaruh gravitasi tegangan permukaan di
atas gundukan dalam saluran terbuka. Hulu darigkamdmemiliki laju aliranu,,
(uniform flow) dengan kedalaman H. Gundukan dimyada X =0 dan fungsi
yang diketahui Y = f(X) hingga tinggi gundukans,Hdan pada saat dasar
permukaan saluran tetap horisontal. Daerah allcadiaf ditunjukkan pada Gambar
2.1.
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Gambar 2.1 : Bidang fisis untuk aliran di permarkdebas di atas gundukan
dengan tegangan permukaan.
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Dasar dari saluran AB dan CD horisontal, BC adala&tu fungsi yang
diberikan dan permukaan bebas lapisan atas adalah. Pada dasar saluran,
fungsi aliranw dipilih untuk ¥ =0, dimana permukaan bebasD' diberikan
W=Q=HU.

Sistem koordinatz =X +iy dengan panjang AB pada sumbu X, dimana
sumbu Y adalah vertikal dan pusat sumbu sistemdkoatr adalah titik dimana
gundukan pada dasar saluran pertama menyimpanguiahbu horizontal. Asumsi
di atas memperkenankan kecepatan potensiadan fungsi aliranw dapat
dimasukkan, sehingga kecepatan potensial kompleks +iw¥ adalah analitis
dalam daerah yang ditempati oleh fluida. Selanmtmpersamaan Bernoulli

digunakan pada permukaan bebkas' untuk permukaan bebas dan diperoleh :

U 2
gy, _ngm“?w (2.1) atau
ds/®
2
U 2
Y eay _I(@jz Hele (22
2 9% T5las) 7Y 2 (2.2)

dimana ¥ adalah tinggi permukaan bebas, Récepatan fluida pada permukaan

bebas, g besarnya percepatan gravitagj, adalah kecepatan fluida di hulu, T

adalah tegangan permukaan (non negatif) di pernrmukaebas, dS adalah

perubahan panjang permukaan bebas yang sesuai ndex@mya tegangan

permukaan, dane adalah perubahan sudut yang dibentuk oleh permutiebaas

dengan sumbu horisontal X yang sesuai dengan adeggagan permukaan.
Selanjutnya Persamaan (2.2) dapat ditulis dalkembul

|27 y) do
ue = \/1+ 2 + 2W{d—sj (2.3)
dengan :
Ys
i
Ys =F (2.5)
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Uo

\/giH

we=—_-adalah bilangan Weber (2.7)
Fr

Fr= adalah bilangan Froude hulu(2.6)

V= (ngHz) (2.8)

S
X=—.

qp.

Untuk penyelesaian masalah aliran fluida permukaabas di atas
gundukan dalam saluran di bawah pengaruh grawlasitegangan permukaan
digunakan definisi hubungan antara potensial kokspl& dan kecepatan

kompleks W, yaitu :

W:u—iv:d—Y:Me_ie (2.10)
dz
atau(]|—Y:|g|e"ie (2.11)
dz

dengan|u| adalah besarnya kecepatan fluida pada titik daddiran, u adalah

komponen horizontal dari vektor kecepatan fluidaadalah komponen vertikal
dari vektor kecepatan fluida dan mewakili daerah garis aliran yaitu sudut yang
dibuat antara permukaan bebas dengan sumbu-Xfp&8glanjutnya diaplikasikan
definisi pada permukaan bebas dan membagi set@pdari Persamaan (2.5)

denganu, dan kemudian dilogaritmakan, diperoleh :

Q=In(lde=r—i6 (2.12)
U dZ
ALIJ
A 1(o) Y=g D' W=q
p=0 | =H®) g=0 ‘f;o
A B ¢ D

Gambar 2.2 : Bidangs.
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Gambar 2.3 : Bidang-t.

U
denganrzln(fj dan T'Q’(:zf adalah fungsi analitik pada bidang- lihat

00

Gambar 2.2 Sudut dasar dari saluran yang dibuatastesumbu-X positif adala
ditunjukkan pada Gambar 2.1, diberikgn arctan( f ( %)) .

Selanjutnya ditransformasikan bidang tak-terbataslapbidange ke-
bidang bantuan bagian atas dari bidang paruh tamhm=n+i¢ adalah rata-rata

dari fungsi pemetaan :

t=-e (2.13)

Hasilnya adalah mengubah bentuk potensial padafidakebentuk satu-dimensi
dalam bidang-t, lihat Gambar 2.3. Selanjutnya diaglkan Riemann-Hilbert
untuk mendapatkan nilai batas campuran RiemanreHjldimana keadaan batas

pada sumbu rief dinyatakan dengan :

om(e(n)) =0 padaas(n<-1), (2.14)
om(e(n)) = -gpadeec(-1<n<t). (2.15)
om(@(n)) =0 padaco(tc<n<o), (2.16)

dan”elem) =t(n padaD'A'(0 <n<e), (2.17)
kemudian dengan menggunakan teori Muskhelish\tilb@), penyelesaian dafi

dapat diperoleh dari penyelesaian umum Riemantvekilaitu bentuk :

RO PO IR
o= Ly e 219
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denganx(t) =/t adalah penyelesaian homogen ota('t) pada saat bagian riel
De(2), dan bagian imajinenm(Q) sama dengan nol pada sumbu reéPada saat
t mendekati sumbu riefy dari bidang paruh bagian atas, nilai dari (t) pada

sumbu rieln dinyatakan dengan:

x*(n)=y-n,n<o0 (2.19)

x*(n)=-iyn,n>0. (2.20) Digunakan prinsip Cauchy dan mentgan
dengann, kemudian bagian riel dan imajiner dari(no) dapat dipisahkan dan
masing-masing dapat ditulis(no) dan e(no). Bagian rielr(no) adalah kecepatan

fluida pada dasar saluran AD dan ini dapat dinyatadengan :

Ao i ~#(n) ol t(n) 4 <
T(HO)_ {_1\/‘7’1(”‘”0) o &(”‘”0) n] o °

(2.21) dimana bagian imajine@(no) adalah sudut yang dibentuk permukaan

T

bebasA'D' dengan garis horizontal dan diberikan oleh :

ol o) ) ]
G(HO)_”|:L1\/;(H—HO)H lo \H(ﬂ—no)m]no 0.

(2.22)
Selanjutnya dari Persamaan (2.13), diperoleh p&apebahwa

dr]:Zn jpds padar,dan r, (2.23) yang mana, adalah dasar saluran
p ds

(memasukkan ukuran gundukan dalam saluran) AD nsedaadalah penampang
permukaan bebas'D' mendekati dasar saluran dan penampang permukaas be

yang diketahui :

a(o(9) .
e u(s) (2.24) yang mana pada bagitegial diberikan :
S
o(s) =gz +[5U1) d (2.25) dengan nilai fungsi potensiatia titik E dan

N sama dengangz, Gambar 2.1. Kemudian Persamaan (2.23) selanjutnya

disederhanakan pada batgsdanr,sehingga diperoleh :
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-II
an="e 4% Y 9 dpadar, (2.26)
q

—TT,
dn=-_" qas) (9 dpader, (2.27) juga telah diketahui bahwa :
q

X _ o (2.28) dan
ds

Y _sing (2.29)

ds

Oleh karena itu, koordinat dari permukaan bebasatddipyatakan dengan

x(s) = XN +I(S) Cosﬂ(l) d (2.30) dan
y(s) = yy +I5Sing(1) d (2.31) dengary, dany, adalah koordinat dari
titik N.

Persamaan (2.21) dan (2.22) dalam bidang fisis tddpalis kembali
menjadi :

rb(s) =In USEOS)}

)] ) el W) gm0y

R N 0] O A R Ao o ) MY }
sory (2.32)

() () By 0 Aal) d}
b= {rw—nb(o[nb(o-nf(s)] Oy 0] O ReWa) ERRAVAL L
sOr, (2.33)

dengan , (1) - o a () padar; (2.34)

~d ()
dam (1) =e padar, . (2.35)
Dalam Persamaan (2.32) dan (2.33},0) dihitung dengan menggunakan

Persamaan (2.3) yaitu menjadi :

it (I) = In|:UJ:):| =1In {\/1+ Z(lF_rzyf ) + 2We(c;esj} . (2.36)
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Selanjutnya akan diselesaikan persamaan integtat lveon linier dari masalah

tersebut dengan menggunakan metode numerik.
3. TEKNIK ITERASI NUMERIK

Untuk menyelesaikan Persamaan (2.25)-(2.33) dikarasuatu prosedur
numerik yang mirip dengan yang telah dilakukan adddodo (2000) yaitu:

1. Pada dasar saluran dibagi dalam beberapa pias dan penampang permukaan
bebasr, awal diberikan.

2. Laju fluida awalubn(s) diberikan, yaituu,, pada dasar saluran AB dan laju
fluida awal u; n(s), yaitu U,, pada permukaan bebasb' dengan n =0.

3. Laju fluida ufn(s) pada permukaan bebag dihitung dengan menggunakan

persamaan (2.36) kemudian kecepatan potemﬁéﬂ) padar, danr,

dihitung dengan menggunakan persamaan (2.25).

4. Pada pensubstitusian nil@, u."(s) dan ¢"(s) ke dalam ruas kanan

persamaan (2.32) dan (2.33) diperoleh nilai baruldju fluida uE+1(s) pada
dasar saluran dan sudut yang dibentuk oleh permulksebas dengan
horizontale™*(s).

5. Persamaan (2.30) dan (2.31) digunakan, maka dkkapatilai baru untuk

pofil permukaan bebas.

6. Ulang tahap (3) - (5) sampai kecepatan potené](ad) pada permukaan

bebas konvergen pada batas yang telah ditentukan.
4., PENYELESAIAN NUMERIK DAN HASIL PEMBAHASAN

Akan diselesaikan aliran fluida di permukaan bepasg tak-mampu-
mampat, tak-berputar, keadaan tunak dan tak kelittalvah gaya gravitasi dan
tegangan permukaan tanpa adanya gelombang. Salmnjuliambil bilangan
Froude aliran hulu paling kritis. Pengaruh tegangsetmukaan ditunjukkan
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dengan bilangan Weber. Hasil secara numerik dikemntengan dua bentuk
geometri yang berbeda dari gundukan dengan bilakgande aliran hulu lebih
dari satu. Untuk menggambarkan hasilnya penyelidiang pertama dilakukan

ketika bentuk dasar dinyatakan dengan persamaan :

hl’ untuk 0 xstll

y=4-hy, untukd; < xs(d;+ ) @.1)
hg, itk +11,) < st 1+ ,+t ]
y =0, untuk x< Q (4.2)
y =0, untuk x> (tl1+tI2+tI 3) (4.3) Persamaan-persamaan ini merupakan

gundukan bentuk kotak dengan tinggi tanpa-dimensdgkannya h h,, hs dan
lebar tanpa-dimensi gundukannytdq, tlo, tls. Bentuk lain dari gundukan
permukaan dasar yang telah digunakan diatas daelesiskan dengan
menggunakan metode yang sama, yaitu keadaan ketikalukan bentuk

melengkung yang dinyatakan dengan persamaan fhagkut :

4]
“hy|1-oog— ||, umke xt;
2 t

o) ns
o] ot

y =0, untukx< C (4.5)

y =0, untuk x> (tI1+tI2+tI 3) (4.6)

dimana h, hy, hg adalah tinggi tanpa-dimensi gundukan pertama, &ekktiga dan
tly, tlo, tl3 adalah panjang tanpa-dimensi gundukan pertama,akdeiiga. Hasil
secara numerik didapatkan jika penggunaan bentukiukan yang dinyatakan
dalam persamaan (4.1-4.3) dan (4.4-4.6) cukup umietkggambarkan penerapan
metode dan jenis hasilnya.

Adapun diantara hasil yang telah diperoleh dalameli#an ini diambil
beberapa dengan bentuk gundukan yang berbeda dgardéeberapa bilangan
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Froude serta beberapa bilangan Weber. Sekarandgakdientuk saluran
didefinisikan oleh persamaan (4.1)-(4.3) dan tinggndukan tanpa-dimensi
h;=0.5, b = 0.2, h = 0.3, We=0.145, We=0.045 dan tanpa tegangan paanu
We = 0.0, untuk bilangan Froude hulu tak atab.

Ger Fidil GrelkendnFamukenBies

. R E
o
|

;

CEReI8x3IFES
B R 8 8

4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
PajayGrdlaiRamieenBies

Gambar 4.1 : Profil permukaan bebas pada saatgaggpermukaan We=0.145,
We=0.045 dan tanpa tegangan permukaan We = 0.@Quk unt
bilangan Froude hulu tak terbatas pada saat begtuidukan
diberikan oleh persamaan (4.1)-(4.3), tinggi guradukianpa-
dimensi h=0.5, h=0.2, h=0.3 dan panjang gundukan tanpa-

dimensitl = tly +tl, +tl5 =2m.

Gambar 4.1 menunjukkan perbedaan dari profil peeankebas pada saat
tegangan permukaan We=0.145, We=0.045 dan tanpandgeg permukaan
We=0.0, bilangan Froude hulu tak terbatas, benark gundukan diberikan oleh
persamaan (4.1)-(4.3), tinggi gundukan tanpa-dimies0.5, h=0.2, =0.3 dan
panjang gundukan tanpa-dimenst 2. Lihat prosedur iterasi numerik mencapai
konvergen pada saat bilangan Weber We = 0.145. iBagapun, pada saat
bilangan Weber rendah maka prosedur iterasi nungaigal konvergen. Oleh
karena itu, ditetapkan bilangan Weber We = 0.148admaksimum untuk dapat

mencapai konvergen.
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Gambar Profil Permukaan Bebas
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Gambar 4.2 : Profil permukaan bebas pada saat dagapermukaan
We=0.05 dan tanpa tegangan permukaan We=0.0, loitakgan Froude
hulu 3.0, 4.0 dan fgada saat bentuk gundukan diberikan oleh persamaan
(4.1)-(4.3), tinggi gundukan tanpa-dimensi=0.5, r=0.2, h=0.3 dan

panjang gundukan tanpa-dimenst ti; +tl, +tl; = 2m.

Perbandingan profil permukaan bebas pada saat gagapermukaan
We=0.05 dan tanpa tegangan permukaan We = 0.0k ydtbedaan bilangan
froude hilir 3.0, 4.0 dan fadi atas gundukan dari tinggi gundukan tanpa-ditnens
h;=0.5, h=0.2, K=0.3, panjang gundukan tanpa-dimensk2rn dan bentuk
gundukan diberikan oleh persamaan (4.1)-(4.3) glikkan pada Gambar 4.2. Dari
gambar tersebut tampak pada saat tegangan permukassukkan hanya
berpengaruh pada daerah belokan, perbedaan inandlgragla saat tanpa tegangan
permukaan. Pada saat tegangan permukaan dan bil&ngade hulu meningkat
untuk 3.0 ke 19 maka tinggi permukaan bebas berkurang. Hal imipntiengan
hasil yang diperoleh pada saat tanpa tegangan gaenuBagaimanapun, untuk
bilangan Froude hulu Fr = 2.0 prosedur iterasi mkgagal menuju konvergen.
Hal ini juga menegaskan bahwa penyelesaian analirk persamaan (4.7) tanpa

akar-akar yang memenuhi persamaan untuk bilangardErhulu Fr=2.0.
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Ganber Profil Fenmulean Bebes
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Gambar 4.3 : Profil gundukan dan permukaan bebda paat tegangan
permukaan We = 0.05 dan tanpa tegangan permukaarO.Q/euntuk
Fr=w, bentuk gundukan diberikan oleh persamaan (4.8);(4inggi
gundukan tanpa-dimensi;40.5, h=0.2, =0.3 dan panjang gundukan

tanpa-dimensern.

Gambar 4.3 menunjukkan perbandingan dari profinpdtaan bebas pada
saat tegangan permukaan We = 0.05 dan tanpa tegaegaukaan We = 0.0 di
atas gundukan yang panjang tanpa-dimensintuk bilangan Froude huler =
fungsi dari gundukan diberikan oleh persamaan {4.4) dan tinggi gundukan
tanpa-dimensi {#0.5, h=0.2, h=0.3. Tegangan permukaan tidak berpengaruh
pada permukaan bebas ujung hulu tetapi teganganugaan berpengaruh pada
daerah belokan. Pada saat bilangan weber menikgkate = 0,1 maka prosedur
iterasi numerik gagal munuju konvergen. Oleh kaianadapat ditetapkan bahwa
bilangan Weber We = 0.05 adalah bilangan Weber imaks untuk dapat

mencapai konvergen.
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Gambar Profil Permukaan Bebas
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Gambar 4.4 : Profil permukaan bebas pada saat dagapermukaan
We=0.05 dan tanpa tegangan permukaan We=0.0, bilafgoude hulu
Fr=3.0, 4.0, 18 tingi gundukan tanpa-dimensi30.5, h=0.2, h=0.3,
panjang gundukan tanpa-dimensit, bentuk gundukan diberikan oleh
persamaan (4.4)-(4.6).

Gambar 4.4 menunjukkan profil permukaan bebas zadd tegangan
permukaan diberikan We = 0.05 dan pada saat tagagan permukaan We =
0.0, perbedaan bilangan Froude hulu untuk aliraidld diatas gundukan dengan
tinggi tanpa-dimensi0.5, B=0.2, =0.3, panjang gundukan tanpa-dimensi
dan bentuk gundukan diberikan oleh persamaan (4.8)- Pada saat dimasukkan
pengaruh tegangan permukaan, yaitu bilangan Wédesk hol, maka tegangan
permukaan membuat daerah lengkung dari permukabdasbenenjadi lebih
cembung. Hal ini sesuai dengan hasil yang diperoleh Forbes (1983), dimana
diselidiki aliran permukaan bebas diatas halangami-sirkuler dan dengan
pengaruh gravitasi dan tegangan permukaan. Ditagaglengaruh tegangan
permukaan melewati parametetng, dimanay adalah tegangan permukaan
tanpa-dimensi, T dimensi tegangan permukaan flgideesarnya percepatan gaya
gravitasi dan H adalah kedalaman dari halangaddlujung hulu.
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5. KESIMPULAN

Dari hasil numerik disimpulkan bahwa pada saatnigden Froude hulu
lebih besar dari satu satuan maka tegangan permylexannya menjadi kurang
penting dari pada gravitasi dalam menentukan beprrnukaan bebas, tetapi
tegangan permukaan merupakan faktor penting datasep pada saat permukaan

bebas hampir bergelombang.
DAFTAR PUSTAKA

1. Aitchson, J. M\, Variable Finite Element Method for The Calculation of
Flow Over a Weir.Rutherford Laboratory Report No. RL-79-069, 1979.

2. Betts, P. L, A Variational Principle in Terms 8fream Function for Free
Surface Flows and Its Application to The Finitefent Method. Journal of
Computers and Fluids, 1979.

3. Chan, S. T. K., Larock, B. E. and Hermann. Ld&-surface Ideal Fluid
Flows by Finite Element. Journal of the HydroulRisision, ASCE., 1973.

4. Forbes, L. K. Free-surface flow over a semidacobstruction, including the
influence of gravity and surface tension. Journaid=Mech.,(127) : 283-
297, 1983.

5. Muskhelishvilli, N. I.Sngular Integral Equations. Edited by Radock, J. R.
M. P. Noordhoff, Groningen, Holland, 1953.

6. Southwell, R. V. and Vaisey, G. Relaxation Methd\pplied to Engineering
Problem. VIII Fluid motions characterised by freeeamlines, Philos. Trans.
Roy. Soc. London, 1946.

7. Varoglu, E. and Finn, W. D. L. Variable Domaimike Element Analysis of
Free Surface Gravity Flowournal of Computers and fluids, 1978.

8. Widodo, B. The Aplication of The Boundary IntagMethod on some Free
Surface Fluid Flows. PhD. thesis, Departement opli&p Mathematics
University of Leeds, England, 2000.

40



