JURNAL MATEMATIKA DAN KOMPUTER
Vol. 6. No. 2, 71 - 76, Agustus 2003, ISSN : 14518

SYARAT CUKUP AGAR SUATU FUNGSI TERINTEGRAL HENSTOCK
MUTLAK DI DALAM RUANG METRIK KOMPAK LOKAL

Manuharawati
Jurusan Matematika FMIPA UNESA Surabaya

Soeparna Darmawijaya
Jurusan Matematika FMIPA UGM Yogyakarta

Abstrak

Lee (1989) dan Widodo (1992) telah memperlihatkahwa

integral Henstock di dalam ruang metrik big&shukan merupakan
integral mutlak. Berdasarkan kenyataan tersebutkalah ini

membahas syarat cukup agar suatu fungsi terintétgastock
mutlak di dalam ruang metrik kompak lokal, khususnmyang
metrik nondiskrit.

1. PARTISI PERRON &-FINE

Pada makalah iniX(d) menyatakan ruang metrik kompak lokal nondiskrit
dengan X sebagai himpunan dasarnya ddnsebagai metriknya. Sebelum
membahas adanya partisi Per@fine, terlebih dahulu didefinisikan pengertian

himpunan konvex dan sistem interval di dalam ruaetrik yang dimaksud.

Himpunan A [0 X dikatakankonvex (convex) jika untuk setiapa,b [0 A
berlaku {xUX : d(a,b) =d(a,x) +d(b,x) } O A

Koleksi S O 2° yang tidak kosong disebusistem interval (system of
intervals) di dalam ruangnetrik (X,d) jika memenuhi :
(). Untuk setiagp O X, {p}0 S.
(if). Untuk setiagp O X, N(p,r) O Sjika cl(N(p,r)) kompak.
(ii). Jika A S makaA konvex,cl(A) kompak dartl(A), int(A) O S.
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(iv).Untuk setiapA, B[S, A n B[ Sdan untuk setiag > 0 terdapat barisan

himpunan{Ci}in:1 0 S yang tidak tumpang tindih sehingdéCi) < 77 untuk

n
setiapi dan A-B = UG; .
i=1

Jika S merupakan sistem intervali dalamruang metrik X,d), setiap
anggotaS disebutinterval. Interval A O S dikatakandegenerate jika int(A) = /7
dan nondegenerate jika int(A) # //. Yang dimaksud dengasel adalah interval
kompak nondegenerate. Suatu interval dikatakanukerhjika ia merupakan
himpunan terbuka. Himpunaw [0 X disebuthimpunan elementer (elementary
set) jika A merupakan gabungan hingga interval-interval. Jadhimpunan

elementer jika dan hanya jika terdagat’] S, (L < i< n) sehingga

Koleksi semua himpunan elementer yang termuat @indX dituliskan dengan
E(X).

Koleksi sebanyak hingga sel-sé { i = 1,2, ..., n }[0 S yang tidak
tumpang tindih disebufpartis (partition) pada atau di dalam himpunan

elementer kompalE jika

nA-: E atau.LnJA- O E
i=1 i=1
Diberikan himpunan elementer komfiaklengannt(E) # /7 dan fungsio
: E -~ R". Koleksi hingga pasangan sel-titik
P ={(A.x), 1<i<n}={(AX)}
disebut :
(). Partisi Perron &fine (Perron &fine partition) pada ataudi dalam E jika x;

OA O N, AX)) dan{AXi} merupakan partisi pada atau di dalam
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(ii). Partiss McShane dfine (McShane Jfine partition) pada ataudi dalam E
jika x OE, Ay O N, AX)) dan{AXi} merupakan partisi pada atau di

dalamE.

Jaminan adanya partisi Perrdfine pada himpunan elementer kompak

yang nondegenerate disajikan pada lemma berikut.

Lemma 1.1: Diberikan himpunan elementer kompak E [0 X dengan int(E)z//.
Jika J: E —~ R", maka terdapat partis Perron Jfine pada E. (Manuharawati
dan Soeparna, 2001)

2. FUNGSI TERUKUR

Diberikan fungsi volume’ yang kontinu padeE(X). Fungsiy : 2 -
R " dengan
4 (A) = inf {Z V(A), A interval terbuka dan AQ U A—}
i=1 i=1
merupakarukuran luar (outer measure) padaX. (Manuharawati dan Soeparna,
2001)

HimpunarE O X dikatakanterukur-u (1 -measurable) jika untuk setiap

AT X berlaku ¢"(A) = " (A n E) + 1" (A n E).

JikaA menyatakan koleksi semua himpunan terykudany ukuran pada
A yang dibangkitkan olehs, maka KA, 1) merupakan ruang ukuran yang
lengkap. (Manuharawati, 2000).

Diberikan E himpunan terukugs. Fungsi g : X —» R dikatakan
terukur-4 (1 -measurable) pada E jika untuk setiap bilangan rea|

{x O E : g(x) > ¢} merupakan himpunan terukyr-
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Teorema 2.1. (Teorema Lusin) : Diketahui fungsi g : X— R dan sel E O X. Jika
g terukur-i dan terbatas pada E, maka terdapat fungsi f : X— R yang kontinu
dan terbatas pada E dengan

sup{f(x): x 0 E} = sup{g(x): x O E}, inf{ f(x): x O E} = inf{ g(X): x O E},

dan untuk sebarang bilangan £ > 0 terdapat himpunan tertutup F O E
sehingga U{E - F) < £ dan f=g pada F. (Manuharawati, 2000).

3. INTEGRAL HENSTOCK DAN INTEGRAL MCSHANE

Diberikan fungsi volume yang kontinu padd&(X). Fungs g: X - R*
dikatakan :

(). Terintegral-v Henstock (Henstock v- integrable) pada sel E O X,

ditulis singkat dengang 0 H(E, v) jika terdapat bilangan realr dengan

sifat untuk setiap bilangans >0 terdapat fungsid: E — R sehingga
untuk setiap partigPerronofine P = {(AX : x)} padaE berlaku

IPXa)v (A) - al<e
(i). Terintegral-v McShane (McShane v- integrable) pada sd E O X,
ditulis singkat dengan

g O M(E,v) jika terdapat bilangan real a dengan sifat untuk setiap
bilangan £ >0 terdapat

fungsi : E -~ R" sehingga untuk setiap partisi McShane Jfine P :{(Ax,x)}
pada E berlaku
IPXa)v (A) - al<e

dengan P2, merupakan jumlahan atas partisi P

Teorema 3.1: Diketahui fungsi g :X — R™ dan sel E O X. Jika g 0 M(E, v), maka
|| O M(E, v). (Manuharawati dan Soeparna 2001)
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Syarat cukup agar suatu fungsi terintegral Henstookak di dalam ruang
metrik kompak lokal, khususnya ruang metrik nondiskisajikan di dalam

teorema berikut.

Teorema 3.2.: Jika fungsi g :X — R’ terukur-i dan terbatas pada sel E O X,
maka g dan |g| terintegral-H terhadap v padaE.

Bukti : Berdasarkan yang diketahui terdapat bilanddr> O sehingga untuk

setiapx [0 E berlaku
‘g(x)‘ <M

Berdasarkan Teorema Lusin, untuk sebarang bilargya® terdapat himpunan

tertutupF O E dengan
£
E-F)< —
HEF) < o5

dan terdapat fungsf :X — R* yang kontinu padaE, f =g padaF, dan untuk
setiapx [ E berlaku

[f(x)| <M

Karenaf kontinu padak, makaf [0 M(E,v). Oleh karena itu untuk sebarang
bilangan £> 0 terdapat fungsi: : E -~ R dan jika P = {(A.X)} partisi
McShaned-fine padeE berlaku

< €&

PX f(X)V(A) —(M)] f
E
Dipilih himpunan terbuk#® 0 X sehinggaE - F [1 O dan
£
HO) <y

dan dibentuk fungsd: E — R dengan

I (x) untuk x OF
= {mi”{dl( x),d(x, O%)} untuk x JE - F
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Jika P = {(AxX)} sebarang partisi McShanéfine padak, makaP = {(A.X)}
merupakan partisi McSharg-fine padaE dan P = P; I P, dengan
P1={(AcX) OP:xOF} dan P, ={(AX) OP:xOE-F}.

Oleh karena itu diperoleh:

PZ () V(A) = (M)] | < |PZF(Q)V(A) — (M)] f
E E

+ [PZg() V(A - PX f(X) V(A
< £ + [P YA — PLE f (0 V(A
+[Pa X g(x) V(Ac) = P2 X () V(A
= £+ 0 + PX[g(x) - f (9| V(A)
< € + 2M 1(O)
<&+ 2 = 3¢
Dengan kata laig 00 M(E, v). Berdasarkan Teorema 3lg\ O M(E, v). Karena
setiap fungsi yang terintegral McShane terhad@gada suatu sel juga terintegral

Henstock terhadap pada sel yang sama, maka terbukti bag,\@ OH(E, V).
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