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DISTRIBUSI WAKTU BERHENTI PADA PROSES PEMBAHARUAN

Sudarno
Jurusan Matematika FMIPA UNDIP

Abstrak

Dalam proses stokhastik yang mana kejadian dapatuhidembali
membentuk proses pembahauruan. Proses pembahadatah a
proses menghitung dengan variabel acaknya berinitejer dan
kejadiannya dapat terulang lagi. Pada proses peaniam akan
muncul waktu berhenti, yaitu waktu suatu prosesessel dan
disambung dengan proses yang baru berikutnya.ilistrwaktu
berhenti merupakan selisih konvolusi dari distribya. Menurut
persamaan Wald bahwa nilai harapan waktu berhantaslengan
ekspektasi waktu tunggu dibagi dengan rataannyaar§gan
persamaan Wald dapat dipakai bilamana rataannyénigea.

Kata kunci : Proses pembaharuan, Waktu berhentrsaR@an
Wald.

1. PENDAHULUAN

Sering dijumpai dalam kehidupan sehari-hari adapyases antrian.
Contohnya pada Bank, Jalan Tol, Swalayan, dan sébgsy Dalam proses
antrian terdapat orang yang mengantri. Hal pokatgygerlu diperhatikan dalam
proses antrian dan khususnya yang berhubungan mgmgaes pembaharuan
adalah waktu antar kedatangan dan waktu tungguapémgDalam Ross (1997),
dikatakan bahwa waktu antar kedatangan merupakaabea acak berdistribusi
identik eksponensial dan saling bebas yang mempuay@an 1X. Sedangkan
waktu tunggu adalah berdistribusi gamma dengampetea n dar.

Pada proses Poisson dinyatakan bahwa waktu artatakeyan merupakan
variabel acak saling bebas dan berdistribusi ideakisponensial (Ross, 1996).
Masalah ini akan dikembangkan untuk proses pembaharyaitu proses
menghitung dengan waktu antar kedatangan salingshbadn berdistribusi identik,
tetapi untuk sembarang distribusi. Proses pembahanmerupakan proses
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stokhastik yang mana distribusinya sembarang daapgat pembaharuan setelah
terjadi waktu berhenti.

Tujuan dari tulisan ini adalah untuk mengetahuiritissi waktu berhenti
dan nilai harapan waktu berhenti untuk suatu presaishastik. Sehingga waktu

berhenti dari suatu proses stokhastik akan dastsii.
2. HUKUM KUAT BILANGAN BESAR DAN KONVOLUSI

Hukum kuat bilangan besar merupakan teorema peluarang
menyatakan bahwa rata-rata barisan dari variaksk gang berdistribusi sama,
dengan peluang 1 akan konvergen ke rataan daibdisittersebut.

Secara formal ditulis sebagai berikut:

Jika X, X,,... adalah barisan variabel acak berdistribusi idedik saling bebas

X v X+ + X
dengan rataap, makaP{Ilm 172 n :,u} =1

n- oo n

Sedangkan misal X dan Y adalah variabel random ysalmg bebas,
masing-masing berdistribusi F dan G. Maka distiib(st Y yang dinyatakan
dengan F*G, disebut konvolusi dari F dan G diberidangan

(F*G)(@=P{X+Y<a} = ofP{X +Y <alY =y} dG(y)

= jp{x +y<alY =y} dG(y) = IF(a-y) dG(y).

Notasi F*F ditulis dengan JF sehingga secara umum dapat dinyatakan bahwa
F*Fni = R yang merupakan konvolusi n kali dari F dengamyér sendiri, yaitu
distribusi jumlah dari n variabel random saling &#®nasing-masing berdistribusi

F.

3. DISTRIBUSI WAKTU BERHENT]I

Misal { X, n=12,...} merupakan barisan variabel acak nonnegatif saling
bebas berdistribusi F. Anggdp(0) = P{ X, =0} < Diinterpretasikan bahwanX

sebagai waktu antara kejadian ke-(n-1) dan ke-saMi
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1= EX,]= [xdF (X

menyatakan rataan waktu antar kejadian yang beatudan diasumsikan bahwa

X, 20danF (0) <1, makaO< u < .Dengan mengambil

S, =0, S, =Y X, nz1

maka § adalah waktu kejadian ke-n. Karena banyaknya iejasbmpai waktu t
akan sama dengan nilai terbesar n sedemikian hikggedian ke-n terjadi
sebelum atau pada waktu t, maka N(t) yaitu banyalkgyadian sampai waktu t,
diberikan dengan

N(t) =sup{n:S, <t}. (1)
Definisi 1
Proses menghitung { N (t), t =0} disebut proses pembaharuan.

Dalam proses menghitung, istilah kejadian sama atermembaharuan.
Sehingga dapat dikatakan bahwa pembaharuan kgaditgrada waktu S.
Apakah tak hingga banyak pembaharuan dapat tegathm waktu yang
berhingga? Untuk menunjukkan bahwa ini tidak mungkerjadi, dengan

menggunakan hukum kuat bilangan besar, bahwa deygjaang 1,
S - untukn - oo,
n

Tetapi karenayu > Qini berarti bahwa Sharus menuju tak hingga untuk n

menuju tak hingga. Dengan demikiap dapat kurang dari atau sama dengan t
untuk paling banyak sejumlah berhingga nilai dafviakanya, menurut (1), N(t)
harus berhingga, dan dapat ditulis

N(t) =maKn:S, <t}.

Distribusi N(t) dapat diperoleh dengan memperhatiabungan bahwa

banyaknya pembaharuan sampai dengan waktu t lekdr latau sama dengan n
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jika dan hanya jika pembaharuan ke-n terjadi sebeltau pada waktu t.
Pernyataan ini dapat ditulis dengan
Nt)y=n < S, <t 2)
Menurut (2) diperolelP{N(t) = n} = P{N(t) = n} — P{N(t) = n+1}
=P{S, <t} -P{S,,, <t } (3)

Karena variabel acakX;,i>i adalah saling bebas dan berdistribusi F, maka

S, = in adalah berdistribusi,F, yang merupakan konvolusi n-kali F dengan
i=1

dirinya sendiri. Oleh sebab itu, menurut (3) didagN(t) =n} = F_(t) - F,,, ().
Jika m(t) = E[N ¢ )], maka m(t) disebut fungsi pembaharuan. Hubungaarant

m(t) dan F diberikan oleh proposisi berikut ini.

Proposisi 1

m(t) = i F (1),
Bukti :

Ambil Nty =31,

n=1

1, jika pembaharuake- n terjadidalantO, ],

dengar , = :
0,yanglainnya.

Sehingga,
EIND] = 11,1 = Y El,)
. nZ:P{In -1} = ni;lp{sn <t} = n25@)
Karena 4 adalah nonnegatif.

Untuk proposisi berikut ini menunjukkan bahwa Nftempunyai nilai

harapan yang berhingga.
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Proposisi 2

m(t) < oo, untuksemuad <t < co.
Bukti :

KarenaP{ X, =0} < 1, maka menurut sifat kontinuitas dari peluang bahwa
terdapat o >0 sedemikian hinggaP{X, =a} > O0Selanjutnya didefinisikan
proses pembaharuan yang berhubungan dengan mamsajatitu

= — 0 jikaX, <a
{X,,n=1} denganX, = .
a,jikaX, 2a,
dan misal N(t)=sup{n:X,+---+ X, <t}. Maka untuk proses tersebut,
pembaharuan hanya terjadi pada waktuna, n= 012,... dan juga banyaknya

pembaharuan pada tiap-tiap waktu merupakan variawoalk berdistribusi

geometrik yang saling bebas dengan rataanl—. Sehingga
X, =a}
— t/la+1 - = :
E[N(t)] s ——— <, karena X, < X, yang berarti N(t) = N(t). Jika

P{X, = a}
diambil harga ekspektasinya, makgN(t)] < E[N(t)] < .
Selanjutnya akan dibahas teorema limit tentang ngit@s proses
pembaharuan dan persamaan Wald.

Misal N(c0) :!im N(t) menyatakan banyaknya keseluruhan pembaharuan yang

terjadi, maka N(«) =0 ,dengan peluang 1. Karena banyaknya keseluruhan

pembaharuan yang terjadi dapat berhingga untuk uvaktar kedatangan tak
hingga. Oleh karena itu,

P{N(w) < 0} = P{ X = oo untuksuatwun } = P{U{ X, = oo}} <> P[X, =0} =0.
n=1 n=1
Dengan demikian N(t) nenuju tak hingga untuk t npemak hingga.
Akan dicari intensitas dari proses pembaharuan padaN(t) menuju tak
N(t)

hingga, yaitu!imT, dalam proposisi berikut.

81



Distribusi Waktu Berhenti ... (Sudarno)

Proposisi 3

Dengan peluang 1, @ - 1untuk t - oo,
U

Bukti :

SN(t)< t <SN(t)+l 4)

KarenaS,,, <t < Sy,.., maka <
"o o N® = N@®) N

Karena S, /N () adalah rataan N(t) waktu antar kedatangan pertama&a
menurut hukum kuat bilangan besar bah$g,, / N(t) — 4 untuk N(t) - oo,

. SN(t)
KarenaN(t) - o bilat - o, maka

- M untukt - oo,

N(t) +1
N(t)

S Sy
Lebih lanjut, dengan menulis > :{ N (0)+1 M

, dengan alasan yan
N(t) | N(t)+1 } 9 yang

N (t)+1

S
sama didapa N - M untukt - c. Sehingga menurut (4), t/N(t) diapit oleh

dua bilangan yang konvergen jkeintuk t- co. Maka@ - %untukt - 00,
Contoh 1

Suatu kotak berisi tak hingga koin. Setiap koirajililemparkan mempunyai
peluang untuk muncul gambar. Nilai dari peluangupekan variabel acak yang
saling bebas berdistribusi seragam atas (0,1).ktikakoin tersebut dilemparkan
terus-menerus, bagaimana prosesnya memaksimalkaangemuncul gambar,
untuk waktu yang lama ?

Penyelesaian :

Misal N(n) menyatakan banyaknya muncul angka dalanemparan
pertama. Sehingga peluang jangka panjang muncub@amisebut P, diberikan
dengan

p = lim "N g i N,
neeo o nee o
Caranya dengan mengambil koin terus dilemparkamjlden seterusnya sampai
muncul angka. Jika sudah demikian, maka koin-kiniibuang dan untuk proses
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selanjutnya dengan mengambil koin-koin yang bartosés diulang terus-
menerus. Untuk menentukamp &engan cara ini, maka waktu koin dilemparkan
sampai muncul angka akan membentuk pembaharuanng8ah menurut
Proposisi 3,

N()

nﬂoo

=1/ E[banyaknydempararantaranunculangkayangberurutan]

Jika diberikan peluang muncul gambar adalah p, nhakgaknya lemparan koin
sampai muncul angka merupakan distribusi geome¢mgan rataan 1/(1-p).

Jadi, E[banyaknya lemparan diantara muncul angkag y#®erurutan] =

J'— dp = w0, yang berarti, dengan peluangl&n ( n) = 0. Sehingga peluang

untuk jangka panjang muncul gambar sama dengan 1.

Dengan demikian Proposisi 3 menyatakan bahwa demgduang 1,
intensitas jangka panjang yang mana pembaharyaditakan sama denganul/
Untuk alasan ini }d disebut intensitas proses pembaharuan.

Misal X, X,,... menyatakan barisan variabel acak saling bebasn Alsajikan

definisi berikut ini.

Definisi 2
Variabel acak bernilai intejer N disebut waktu berhenti untuk barisan X, X,,...
jika kgadian {N =n} adalah saling bebas dari X, ,,, X

n+ly 2t n+290 0

untuk semua
n=12,....

Secara intuitif, memperlihatkan barisan teruryt dan N menyatakan
banyaknya pengamatan sebelum proses berhentiNJikia, maka proses berhenti

sesudah pengamatafy,..., X,, dan sebelum pengamataf,,,, X

n+21eee *

Teorema 1 (Persamaan Wald)
Jika X;, X,, ... adalah variabel acak saling bebas dan berdistribusi identik yang
mempunyai ekspektasi berhingga, dan jika N adalah waktu berhenti untuk

X, X5, ... sedemikian hingga E[N] < 0, maka E{ZX } E[N] E[X].

=1
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Bukti :

l,jilkaN=n

Dengan mengambil, =4
0, jika N <n,

N )
didapat) X, =X, I, . Sehingga
n=1 n=1

E{ixn}:E{ixn In}:iE[Xn 1] (5)

Tetapi, h = 1 jika dan hanya jika proses belum berhenti d&lsupengamatan

berurutan X,,..., X, .Oleh sebab itu,,lditentukan denganX,,...,X, ., dan

dengan demikian saling bebas dagi.Menurut (5), diperoleh

E{Z_ xn} = > E[X,] E[I,] = E[X]Y E,]

= E[X]> P(N 2} = E[X] E[N].

Contoh 2

Misal X,,n=1212..., adalah saling bebas sedemikian hingga
P{X, =0} = P{X, =1} :%, n=12... .

Jika diambil N = min{n: X, +---+ X, =10}, maka N adalah waktu berhenti. N

dapat dipandang sebagai waktu berhenti dari suatcopaan melempar koin
secara jujur dan berhenti bilamana jumlah gambag yauncul telah mencapai

10. Menurut Persamaan Wald didapat
E[X, 4ot X ] =%E[N].Tetapi,xl+...+XN = 10 menurut definisi dari N.

Sehingga E[N] = 20.

Contoh 3

Misal X,,n=12..., adalah  saling bebas sedemikian  hingga
P(X. =1} = P{X. =1} =%. Maka N = min{n: X, + -+ X, = 1} adalah waktu

berhenti. Ini dapat dipandang sebagai waktu berl@tik pemain yang tiap-tiap
pemain berkemungkinan sama untuk menang atau Ralafit dan memutuskan

berhenti bermain bilamana menang 1 unit. Menurutrsdfeaan Wald
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menghasilkanE[ X, +---+ X ] = E[N] E[ X ]Tetapi, X, +---+ X, = 1dan E[X]
= 0. Sehingga kontradiksi. Dengan demikian Persam&ald tidak berlaku,
untuk E[N] =co.

4. KESIMPULAN

Distribusi waktu berhenti merupakan selisih kongoldari distribusinya.
Fungsi pembaharuan berhingga untuk waktu yang tgghi Sedangkan
intensitas proses pembaharuan akan konvergen lomparnerbalik dengan
ratannya untuk waktu jangka panjang. Menurut peaseaimWald bahwa nilai
harapan waktu berhenti sama dengan ekspektasi waktggu dibagi dengan
rataannya. Sedangkan persamaan Wald dapat dipdkanaba rataannya

berhingga.
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