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Abstrak

Tulisan ini membahas penentuan persamaan ruangéeaghri
sistem waktu diskrit dalam bentukanonik terkontrol, kanonik
terobservasi, kanonik diagonal, serta kanonik JordEngan
menggunakan metoda pemrograman langsung, pemragrama
bersarang dan perluasan pecahan sebagian. Jugdagiiba
ketidaktunggalan persamaan ruang keadaan dari sisém yang
diberikan, yang dibuktikan dengan relasi antara oektor
keadaan yang berdimensi sama, dimana satu sama lain
dihubungkan oleh sebarang matriks non singular.

Kata kunci: fungsi transfer, sistem persamaan watkiskrit,
transformasi z.

1. PENDAHULUAN

Persamaan ruang keadaan terdiri dari persamaary keadaan waktu
diskrit dan persamaan ruang keadaan waktu kontMasing-masing dari
persamaan ruang keadaan tersebut terbagi lagi digrgesamaan ruang keadaan
yang berubah terhadap wakturge varying) dan persamaan ruang keadaan yang
tidak berubah terhadap waktinge invariant).

Persamaan ruang keadaan yang berubah terhadap watktki waktu

diskrit (time varying discrete time state space equation) berbentuk:
X(k+1)=G(k)x(k)+H (k)u(k)
yk)=CkxK)+DKuk)

dimanax(k) : vektor keadaan nx1

(1)

y(k) :vektor keluaran mx1
u(k) : vektor masukan rx1

G(k) : matriks keadaan nxn
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H(k) : matriks masukan nxr

C(k) : matriks keluaran mxn

D(k) : matriks transmisi langsungxr
Variabel k dalam G(k), H(k), C(k) dan D(k) seperti persamaan (1)
menyatakan bahwa matriks-matriks tersebut berutsghadap waktu. Jika
variabelk tidak berubah terhadap waktu, maka persamaarafigtditulis :

X(k +1) = Gx(k) + Hu(k)

yk)=CxK)+Du()

dan disebut persamaan ruang keadaan yang tidakdetarhadap waktutifne

(2)

invariant discrete time state space equation).
Seperti kasus waktu diskrit yang diberikan oletsperaan (1) dan (2), persamaan
ruang keadaan untuk waktu kontinu yang berubahatieqh waktu, dinyatakan
dengan persamaan:

X(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t)

y(t) = C(t)x(t) + D(t)u(t)

Sedangkan persamaan ruang keadaan waktu kontirutsirberubah terhadap

3)

waktu berbentuk:

X(t) = Ax(t) + Bu(t) @)

y(t) = Cx(t) + Du(t)
Blok diagram untuk persamaan ruang keadaan walskridiyang didefinisikan
oleh persamaan (2) ditunjukkan dengan Gambar 1 bbt#ndiagram persamaan

ruang keadaan waktu kontinu ditunjukkan dengan Garab

(k+1)
w0 |t g e

A

Gambar 1 Blok diagram untuk persamaan ruang keadakiu diskrit
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u(t)

Gambar 2 Blok diagram untuk persamaan ruang keadakiu kontinu

Model dinamik yang memuat variabel masukan, vatikleiaran dan variabel
keadaan sangat berperan dalam analisis ruang &eadaemikian juga
pengetahuan tentang bentuk persamaan ruang keaelagama dalam mengubah
blok diagram menjadi persamaan ruang keadaan dmlilsg/a. Bahkan dalam
beberapa metode penentuan kestabilan suatu sisyanat perlu dan cukup untuk
dapat menentukan kestabilan sistem adalah tranasormke bentuk kanonik
terkontrol.

Bagian pertama tulisan ini memperkenalkan bentulsgmeaan ruang keadaan
waktu diskrit dan kontinu, baik yangme varying maupuntime invariant,
kemudian dibahas representasi ruang keadaan datatakbkanonik terkontrol
dengan metode pemrograman langsung, bentuk kanenidbservasi dengan
metode pemrograman bersarang, serta bentuk kardiagonal dan bentuk
kanonik Jordan, keduanya dengan metode perluaszah@e sebagian. Bagian

terakhir membahas ketidaktunggalan dari persameargrkeadaan.
2. PEMBAHASAN

Perhatikan sistem waktu diskrit berikut ini :

y(k)+tayk-I)+ayk-2)+..+ayk-n) 5)
=bu(k) +buk-1)+buk-2)+..+buk-n)
dimanau(k) dan y(k) berturut-turut adalah input dan output sistem.
Transformasi z dari (5) menghasilkan :
Y(2)+azY(2)+a,2Y(2)+..+a,2"Y(2)
=bU(2)+bz'U(2)+b,zU(2)+...+b,z"U (2)
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Y(2) _b+bz"+..+h 7"
U(z) 1l+az'+..+az"

(6)

Persamaan (6) merupakan pembagian antara transiormakeluaran dan
masukan, dan disebut fungsi transfer.

Ada 4 bentuk persamaan ruang keadaan yang dapattulian dari
persamaan (5) maupun (6), yaitu: bentuk kanonilkotdrol (Controllable
canonical form), bentuk kanonik terobservasi (Okegle canonical form),
bentuk kanonik diagonal (Diagonal canonical forrbgntuk kanonik Jordan

(Jordan canonical form).
2.1 Bentuk kanonik terkontrol

Bentuk controllable canonical form ditentukan dengaenggunakan
metode pemrograman langsung (direct programmingade).

Persamaan (6) dapat ditulis:

ﬂ - h) + (b.l. _a:LbO)Z_l +(b2_ap0)z_2 ..t (bn _anbo)z_n
U(2 1+az'+..+az"

_ (b —aby)z" +(b,~ap)z’+..+ (b, -a,b)z"
Y(2)=bU(9)+ 1ozt +a7" U(2)

(7)

Jika didefinisikan

O R UC IO

maka (7) menjadi
Y(2)=hU (2 +Y(2) (9)
Persamaan (8) dapat juga ditulis :

Y(2) _ U(2)
(b, _a1bo)z_l + (bz_apo)z_2 +..+ (b, _anbo)z_n :I--l'alz_1 + ---+anZ_n

=Q(2)

sehingga diperoleh dua persamaan :
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Q) =-Q(xaz’-..-Q(2)a,z" +U (2) (10)

Y(2) = (b ~aby)Z'Q(2) + (b, ~ab)Z°Q(2) +...+ (b, ~2,b)2 "Q(2)
(11)

Jika didefinisikan:
X,(2)=2"Q(2)

X,(=2""Q(»)
: ) (12)

X,1(2) =27°Q(2)
X.(2)=27Q(2)

maka:
ZX,(2) = X,(2)
2,(2) = X4(2) a3
5<n_1(2) =X,(2)

Dengan invers transformasi z dari persamaan (J&rdieh:

X (k+1) = X, (K)
.xz(k +1) = x,(k) (14)
Xa(k+1) =X, (K)
Invers transformasi z dari hasil substitusi persam@l2) ke dalam persamaan
(10) menghasilkan :
X,(k+1)=-a,x (k) —a, x,(k)-..max, k)+uk) (15)
Analog dengan cara untuk mendapatkan persamaan géamaan (9) dapat

ditulis dalam bentuk :

y(K) =byu(k) + (b, —apg)x, (k) +...+ (0, =&, Po)x (k) + b, —a,bx (k) (16)
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Penggabungan persamaan (14) dan (15) serta persafh@p menghasilkan

persamaan ruang keadaan dalam bectukrollable canonical form berikut ini :

[xk+D) ] [ O 1 0 - 0| xk)|] [oO
%, (k+1) 0 0 1 - 0 xk)| |O
: = : : : : : +| ¢ |u(k)
X1 (K +1) O 0 0 - 1)x.,k) |O
| % (k+D) | [-a, -ay —a, o ma| X (k) | [1]
L% (k) ]
%, (k)
y(k)=[bn—anb0 bn—l_an—lbo bl_apo] : +b6"(k)
%1 (K)
L % (K) |

2.2 Bentuk kanonik terobservasi (Observable canonical form)
Transformasi z dari (5) dapat ditulis dalam bentuk

Y(2)=bU (9 +2*(bU(2-aY(2)+ 2 [bY (D -ay()+z{bU()-aY(2) +.}])
(17)

Bila didefinisikan:

X,(2) =27 [bU (2 -aY(2) + X,,(2)]
X,1(2) =2 [bU (2) —aY(2) + X,_,(2)]
: (18)
X,(2) = Z_l[bn—lU (9-a,.Y(29)+ Xl(z)]
X,(2) = 7" [0U(2)-3,Y(2)]
maka diperoleh hubungan:
Y(2) =bU(2) + X,(2) (19)
Substitusi persamaan (19) ke (18) serta mengalkedua ruas dengan z,

dihasilkan :
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2X,(2) = X,4(2) =8, (2) + (b~ apU (2)
2X,1(2) = X,.5(2) =2, (2 + (0,~abu (2 20)
2X,(2) = X,(2) -2, X,(2) + (01-a, bV (D)

2X,(2) =-8,X,(2) * (b, ~a,,)U (2

Invers transformasi z dari persamaan (20) dan k&8jurut-turut menghasilkan

persamaan keadaan dan persamaan keluaran dalark beattiks berikut ini :

| x(k+1) ] [0 O - 0 O0-a, | %K) | [ b-ab

% (k+1) 10 0 Oa,| xk) b1 —a, b,
: =|: P Pl : u(k) (21)
X1 (K +1) 0 0 - 1 0-a (|x.,(k) b, —aj,
L %(k+D) | [0 0 - 0 1-a || (k)] [ b-ab, |
% (k) ]
%, (k)
yky=[o 0 - 0 4 i |+huk) (22)
X-1(K)
| % (k)

Persamaan (21) dan (22) merupakan persamaan rweadpdn dalam bentuk
observable canonical form. Metode untuk menentukaang keadaan ini

dinamakan metode pemrograman bersarang (nestecapnogng methode).

2.3 Bentuk kanonik Jordan (Jordan canonical form)

Untuk membentuk persamaan ruang keadaan dalam kbéatonik
Jordan, diasumsikan bahwa terdapat pole (pembuaumok penyebut) dari
fungsi transfer (6) yang sama sebanyak m buah gkdarsisanya berbeda satu
sama lain. Sedangkan untuk menyatakan persamaag keadaan dalam bentuk

diagonal canonical form diasumsikan pole dari fungansfer (6) semuanya
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berbeda. Karena alasan itulah maka bentuk kanaagodal dan bentuk kanonik
Jordan, keduanya ditentukan dengan metode perlypesaman sebagian. Sub bab
ini membahas bentuk kanonik Jordan.

Karena terdapat m buah pole yang sama sedangkan lgsmnberbeda,

maka persamaan (6) dapat ditulis:

M = bo + (bl _aibo)zn_l +(b2_ap0)zn_2 ot (bn _anbo)z
U(2) (2= P)" (2= Pred)- (2= ;)
C C C C C

— Cl 2 m m+1 m+2 n
Y(2) —(b0+ — —t.. + + +..4+ jU @)
(Z_ pl) (Z_pl) ! Z_pl Z_pm+1 Z- pm+2 Z- pn

dengan pole yang sama adatah p,.
Untuk X,(2), X,(2),...,X,, () didefinisikan:

U(2)
(z-p)"

YA Xe@=22 (2

X,(2) = =X
1(2) (z-p)™ (z- p)

X,(2)=

sedangkan untuk,.,,(2), X,....(2),...,X, (z) didefinisikan :

XD =52 K@ =52 X, @)= (24)
Dari persamaan (23) didapat relasi :

Xl(z) - XZ(Z) - = xm—l(z) - 1 (25)

X, X2 = X2 z-p

Invers transformasi z dari persamaan (25) dan (idapatkan:

X (k+1) =X, (k) + p.xy (k)
% (k+1) =% (K)+ px, (k)

Xna (K +1) = X, (k) + pyX,4 (K)
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Xy (K +1) = pix, (k) +u (k)

o+ = By ) 4000 26)

X, (k+1) = p,x, (k) +u(k)
Dan invers transformasi z untii(z) didapatkan :
y(K) = bu(k) + € x,(K) + X (K) + ...+ G X, (K) + G X 1K) + 4 G X k) (27)
Penggabungan persamaan (26) dan (27) menghasikaanpaan ruang keadaan

dalam bentuk Jordan canonical form berikut ini:

[ x(k+D) ] [p, 1 0 - 0 O ol x k)| [0
X, (k +1) O p 1 0 O Ol % k) 0
: R : 0 0 : :
x.(k+1) (=0 O O - p O 0| x, k)|[+|1u(k)
Xm+1(k+1) 0 0 0 - 0 P 0 Xm+1(<) 1
: R : : 0 : :
k+1 o o0 O O - 1
L % (k+1) | | ] ] Pl X &) [1] (28)
%, (K)

%, (K)

yk)=[e, ¢ ¢ xu(k) |+bu(k)
X2 (K)

L % (K)
Metode untuk mendapatkan persamaan (28) dinamaktodmperluasan pecahan
bagian (partial fraction expansion methode).

Berikut ini diberikan contoh metode penentuan blengersamaan ruang

keadaan waktu diskrit .
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1. Misalkan diketahui suatu sistem dengan blokrdiagseperti Gambar 3.

o]
O =
i

Gambar 3. Blok diagram sistem kontrol
Maka persamaan keadaan dan persamaan keluaram slafgat ditentukan
sebagai berikut :
X (k+1) =u(k) —ax,(k) —ax,(k) +ax,k)
X, (K +1) = %, (k)
X, (K +1) = %, (k)
y(k) = by, (k) +b,x (k) +bx (k) +bx {k +1)
=byx, K )+b,x, K)+bx K )+bfuk)-ax k)-ax k)+tax &k}
= 0, +ad, X K)+ b~ a X, k)t (b —aby)x(k) +bgu(k)
Sehingga persamaan keadaan dan persamaan outpdaigh :
xk+)] o 1 0] xk)] [O
X(k+1)|={0 O 1| % &)+ Ouk)
X, (k +1) a;, —a, —a, || xsK) 1

% (K)
y(k)=[b,+ab, b,—ap, b-ap]| x{k)|+bu(k)

%3(K)
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—_—— e e — ———

Gambar 4. Sistem kontrol waktu diskrit

2. Analog dengan contoh pertama, bila sistem kbmtektu diskrit ditunjukkan
oleh Gambar 4, maka representasi ruang keadaampa ditentukan dengan

cara berikut:

G()= Z{l_eﬁ —12} S R R ey
S S S s _
Z'Q+zh_, z+1 _ -1 R

=1 =1
2

1-z%?  2(z-1° 2@-1) @-17

KarenaG(2) =%, maka persamaan terakhit dapat ditulis:
z

Y(2) =— L U(g)+—2

2(z-1) (z—l)ZU(Z)

Dengan menggunakan metode expansi pecahan pas@ldygunakan dalam

pembuktian Jordan Canonical Form, diperoleh benpeksamaan ruang

)] _[1 1007, 1]
x(K+1)| |0 1||xK)| |1

x.(K)
k)=[1 -0.
v = q{xz(k)}

Blok diagram dari contoh kedua adalah :

keadaan::
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u<k)»® o 71 % S R A YW .

3. KETIDAKTUNGGALAN PERSAMAAN RUANG KEADAAN

Bila diberikan suatu fungsi transfer dari keluakermasukan, representasi

ruang keadaan tidaklah tunggal. Akan ditunjukkahwea untuk suatu fungsi

transfer yang diberikan dimungkinkan terdapat letini satu persamaan ruang

keadaan yang berbeda.

Perhatikan sistem persamaan seperti (2). Jika vekth) berdimensi
sama dengamx(k) , maka dapat dibuat hubungan antara keduanya sdistaut:

x(K) = PX(K) (29)
dimanaP matriks non singular.

Dengan substitusi persamaan (29) ke persamaamii2Zndngalikan kedua ruas

dari kiri denganP™ diperoleh persamaan:
(k +1) = GX(K) + Hu (k) (30)
denganG = P'GP, H = P™'H

Analog dengan persamaan keadaan, untuk keluarapatihn persamaan baru :
y(K) = CX(K) + Du(K) (31)

dengané =CP,D=D.
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Jadi telah ditunjukkan bahwa persamaan ruang keaga®y diberikan persamaan

(2) ekivalen dengan persamaan ruang keadaan pexsa(B8a) dan (31).

4. KESIMPULAN

Dari pembahasan di atas dapat disimpulkan:

1. Pengetahuan tentang transformasi z sangat diperllddam langkah-langkah
pembuktian untuk menentukan bentuk perssamaan rikeagaan waktu
diskrit.

Bentuk kanonik diagonal merupakan kasus kusus kdioonik Jordan.

3. Vektor keadaanx(k) dan X(k) dihubungkan dengan relasi (29). Karena

matriks P adalah matriks sebarangxn, maka terdapat tak berhingga
banyaknya persamaan ruang keadaan untuk suaton siatey diberikan.

Jika dalam penerapannya diinginkan bentuk diagdaal matriks keadaart ,
maka dapat dipilih matrik® sedemikian sehingg® 'GP = matriks diagonal.

Jika tidak dimungkinkan untuk mendiagonalka®, maka PGP dapat
ditransformasi menjadi bentuk kanonik Jordan.
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