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Abstrak

Matriks representasi suatu bentuk kuadrat dapagjikbsn sebagai matriks
diagonal. Elemen pada diagonal utama matriks reptasi tersebut dapat
dipandang sebagai fungsi linear yang tidak tungalena tidak tunggal
maka diperlukan teorema atau hukum yang mengaturakiaisasi
representasi yang dapat disajikan dengan tidakgalngdukum inilah yang
dikenal sebagai hukum Sylvester Inersia.Hukum Sybretentang Inersia
menyatakan bila U ruang produk dalam real géqy) form bilinear simetri

di U maka terdapatlah suatu basis Bz{f,f} dari U sedemikian hingg{a{ﬂ]S

adalah matriks diagonal dengffi,f;)= €; §;, dengan & =1, jika 0<<k, & =-
1, jika k<i<r, dang; =0, jika r<i<n, lebih lanjut k dan r tertentu dengan tunggal
olehq.

Kata kunci: Ruang produk dalafoym bilinear simetri, matriks diagonal

1. PENDAHULUAN

Bentuk kuadrat dalam suatu produk dalam dapat disgmtasikan oleh
matriks representasi. Matriks representasi tersgfpat disajikan sebagai matriks
diagonal. Elemen-elemen non diagonal utama adalamea nol sedangkan
elemen-elemen diagonal utama pada matriks diagiondépat dipandang sebagai
fungsi linear. Permasalahannya adalah fungsi lipaag terdapat dalam diagonal
utama dapat disajikan secara tidak tunggal. Kapsrgyajiannya tidak tunggal
maka diperlukan aturan atau hukum yang mengatamiiha suatu representasi
dapat disajikan dengan tidak tunggal. Hukum Sybrestersia akan menjawab
permasalahan tersebut dengan mengatur karakteesespasi yang dapat

disajikan secara tidak tunggal.

2. PEMBAHASAN
Agar dalam membaca tulisan selanjutnya tidak diingalah pengertian
berikut ini akan ditulis dulu beberapa definisi ggrerlu diketahui.
Definisi 2.1.1(Fuhrmann,1996)
1. Misalkan U ruang Vektor atas lapangan bilangan Keknl. Produk dalam U

adalah fungsi <¢>: UxU- K yang memenuhi <x,x> ® dan <x,x>=0 jika
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dan hanya jika x=0, ex+py,z>=0<X,z>H3<y,z>, <X,y>=<Yy,X >, untuk
setiap x,YJU, untuk setiam,BOK dan ruang vektor U atas K dengan produk
dalam disebut ruang produk dalam.

2. Diberikan tranformasi linear T dalam ruang prodakadh U atas lapangan K,
didefinisikan field-valued functiorp pada UxU- K dengan@(x,y)=<Tx,y>.
Jika memenuhi e&xi+pX2,y>=0<X1,y>+3<Xp,y> maka ¢ dikatakan linear
terhadap x. Jika memenuhi ey +By->=a<x,y;>+p<X,y,> makaq dikatakan
linear terhadap y. Jika memenuhi eyy+By->=a <x,y:>+ B<x,y,> maka@
dikatakan antilinear terhadap y. Jikalinear terhadap x damp antilinear
terhadap y make disebut fungssesquilinearatauform. Jika@ linear terhadap
x dan y makap disebut fungsi bilinear.

3. Bentuk kuadrat dalam ruang produk dalam U adalatusfungsi berbentuk
qZ(x): @x,x), denganp(x,y) memenuhip(x,y)=<Tx,y>=<y,Tx>.

4. Jika B={f,..., fy} basis ruang produk dalam U yang berdimensi hingga
tranformasi linear di U. Didefinisikang;=<Tf;,f;>, maka matriks;) disebut

matriks representasi daform ¢ terhadap basis B, matriks ini diberi notasi

5.

Catatan 2.1.1 (Catatan untuk Teorema Spektral, Setiadji,1999)
Jika semua nilai karakteristig,... Ar #0 maka T=A1E;+AEx+... +A, EXI matriks

A yang

.. O,_\L

o
o -

0 ---0
similar dengan matrik A2 0

. )
Selanjutnya jikap bentuk kuadrat pada ruang produk dalam U makapaitthh
suatu basis
B={f1,..., f;} sedemikian hingga matriks representasi terhdukgs B tersebut

adalah matriks diagonal, hal ini disajikan dal@oréma 3.1.1 berikut.
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Teorema 2.1.1

Jika @ bentuk kuadrat pada ruang produk dalam U makapetdobasis B={f,...,
fn} sedemikian hinggq{qa]s diagonal

Bukti :

Misalkan@(x,y) bentuk kuadrat pada U. Teorema akan dibuktikengan induksi.
Misalkan lagi dim(U)=n. Jika n=1 makho]s adalah matriks bertipe 1x1 yang

merupakan matriks diagonal. Misalkan teorema tdrtuntuk ruang berdimensi
< n-1 dan misalkan lagp bentuk kuadrat berdimensi n, dan Bz={f, f,} basis

di U. Akan terdapat dua kasus.
Kasus pertama dimisalkan tidak semua elemen-elgrada matriks[w]g adalah

nol, artinya terdapat indeks i sedemikian hinggaf;)#0.

Tanpa kehilangan umumnya bukti didefinisikan balsssu B'={f,,..., f,}

dengan
U =1
f, = P _(f, ) foi<i<n B’ merupakan basis karena B’ bebas linear,
ﬂfl’ fl)
karena

fy'=f, ,artinya {’ sebagai kombinasi linear daii f
ﬂ fl’ fZ)
ﬂfl' fl)
ﬂ fl’ f3)
Af, 1)

)

@f, 1,
@ty 11)

2'=f o f, , artinya $’ sebagai kombinasi linear dagidan {

f3'=f 3- f, , artinya § sebagai kombinasi linear dagidan
f

f=f - , , artinya § sebagai kombinasi linear daridan

Perhatikan bahwa kombinasi linear dary’{t., f,'} dapat disajikan sebagai
kombinasi linear {f,..., f;} yang bebas linear. Akibatnya «f..., f,’} bebas

linear.
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Selanjutnya

ot 1) @f) f,) e f )

e =] - . Berikutnya perhatikan
At ) Af, f) e olf 1)
Ve (f, 1) of, 1))
A, )= df, PO f)=d fo, f2)- f fr, — = o1, 1) f,)
= ¢ f, )- aUt f)¢(f1 f1) = f1, B)-¢( f1, ©2) =0

At 1)
Secara analog( fi', f3)= ¢ i, f4)=...= f f’, f,)=0
ﬂ fz’, fl’): ﬂ f3’, fl’)=...= (L( fn’, fl’):O

Akibatnya [qo] (go(f 0 1) 0] I\?I]B"'j dengan M= L(f,..., f,) dan
Bo'

Bo'={f,,..., f,}. Berdasarkan hipotesa induksigM] 2> merupakan matriks

diagonal maka seluru[zp]: terbukti matriks diagonal.

Kasus kedua dimisalkan semua elemen-elemen pad:iksn[arp]g adalah nol,
artinya untuk semua indeks(f;,f;)=0.

Misalkan ¢(f; ,f;)=0,0i. Jika @(f; ,f)=0,0i,j) maka ¢ adalahform nol disini[qo]g
adalah matriks nol, dan matriks nol pasti matrikgydnal. Kita misalkan terdapat
pasangan i,j sedemikian hinggéi,f;))z0. Tanpa kehilangan umumnya bukti, kita
misalkan i=1 dan j=2. Untuk penyederhanaan notdgulis a=p(f;,f2). Tulis
f1'=(f1+ f2)/2 dan §'=(f1- f)/2, maka (fs', f1)=a/2, @ f1', 2)=0, @( f2' , f2')= -
a/2. Selanjutnya dipilih vektor-vektor lain padaisebasis baru menjadi bentuk
fi' = fi-a; f1- Bif2 untuk i=3,4,5,... n, diperolelp(fi',f;)=q(f,",f;')=0, sehingga
didapat pasangan persamaan (sistem persamaanaisiebalkut

O=@(f1+ f2, fi-ai f1- Bif2)= @ fr, fi)+@fo+ fi ) -0 @ f2, f2-)- Bi @ f2, fa)

0=@(f1- f2, fi-ai f1- Bif2)= @ fy, fi)+lfor i ) +oi @ f2, f2-)- Bi @ f2, fa)
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Sistem ini mempunyai solugi=(f,f))/a danpi=@(f1,fi)/a. Sekarang didefinisikan
B'={f 1',....,f,'} dengan £'=(f 1 +f,)/2, f,'=(f -f,)/2, dan

fm g Al f) g AW f) ¢ iay n
a a

B’ basis U sebab untuk setiapiB’ dapat dinyatakan secara tunggal sebagai

kombinasi linier dariif,f1,f>, i=3,4,...,n. Perhatikan bahwa

@(f 1) @f) f) e fL )

o=
ﬂfn"fl‘) ﬂfn"le) ﬂfn"fn‘)
2 9 0
2
42 =| 0 —% dengan Bo'={f,....fs} dan M=L(fs',... ).
0 [eIm]2

Berdasarkan hipotesa indukgijl] 55 merupakan matriks diagonal maka seluruh

[40]2 terbukti matriks diagonal.

Akibat 2.1.1
Misalkan ¢ bentuk kuadrat yang terdefinisi pada ruang prodisftam U,
B={f,,...,fy}jadalah sebarang basis U, B's{g.,g} adalah basis yang
mendiagonalkaxp. Misalkan@=@(g;,g)=@(1(gi),g), jika

¢ it

x1®= . [,[x® = . |, dan[l]g' =(g; )maka(p(X,X)=i(0.(iaﬂ ¢)°

Ch T
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Bukti :

@x,x)=<Txx>=<[g]2 [x]® [x] 5> =<[g]5 X%, [x] ®>=<(ay) [X]®, [X]®>=

t
[ Y (m) (@ O -« 0Yn)\) (m
: ' ] ] 0 g, .. 0 . ]
B IO | I 8 | D T
0 n.)) \n, 0 0 ..o \m) \n,
@i\ (n
Dol . n )
. = an’.
. . i=1
wnn”n ,7n

Perhatikan bahwa [XE [I]2 [x]®

h G| (a, .. a,)l%
=& )| - |=]| - . | . Didapat
78 ¢,) \u VAR
%=§%qwq

un :zanici makary, =Za1'jCJ'
= =1

Akibatnya@(x,x) = > an,°=> 4 (> a,6,)% .
i=1 i=1 j=1

Selanjutnya jika teorema 2.1.1 dipenuhi maka hagfl,f;)) untuk setiap
fillB akan dituliskan dalam teorema 2.1.2. Teorema22hkrikut merupakan

Hukum Sylvester inersia.
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Teorema 2.1.2(Hukum Sylvester Inersia)

Jika U ruang produk dalam dap{x,y) fungsi bilinear simetri di U maka
terdapatlah suatu basis B s{f.,f,} yaitu basis U sedemikian hingbdg adalah

matriks diagonal dengan

1 0<i<k
@ fi, fi)= & 9, dengarg; =1 -1 k<i<r
0 r<isn

lebih lanjut k dan r tertentu dengan tunggal apeh

Bukti:

Karena @ simetri maka terdapat operator T di U sedemikiaingga
@x,y)=<Tx,y>.

Jika diberikan sebarang basis ortonormal B n{aﬂ@adalah matriks simetri.
Misalkan B={a,...,&,&+1,...,6,6+1,...,entterdiri dari vektor-vektor karakteristik
yang bersesuaian dengan nilai karakteristik . A, Ak+1,- .- Ar,Ar+1,- - A0

o

-
M

makd¢]: = - ]

Perhatikan bahwa ra[r}a]s = r dan rank suatu matriks tunggal.

Sampai di sini sudah terbukti r tunggal, tinggalutitikan terdapat k dengan
tunggal yang tertentu oleh

Ambil ; =]\;| dan bentuk

Bi={ {1 en,..., i ed={| Al Yeu,..., M| &} maka
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B,

Menurut teorema Spektral k terjamin ada dengangaing

Definisi 2.1.2

1. Bilangan r dan s=2k-r yang tertentu oleh hukumv&stier tentang inersia
berturut-turut disebut rank daignature dari bentuk kuadrap. Signature
bentuk kuadratp dinotasikan dengao(@) dan ggnature matriks Hermitian A
dinotasikan sebagai(A).

2. Matriks bujur sangkar A kongruen dengan B jika #@at matriks
bujursangkar nonsingular R sedemikian hingga B=R*AR

Akibat 2.1.2

1. Dua bentuk kuadrat pada ruang produk dalam U kamgjika dan hanya jika
mempunyai rank dasignatureyang sama

2. Dua matriks simetri bertipe nxn kongruen jika danya jika mempunyai rank

dansignatureyang sama

Bukti :

Dengan mengingat Teorema 2.1.1 bahwa bentuk kualdyeat diwakili oleh

matriks diagonal nxn maka untuk membuktikan akilzal.2 cukup dibuktikan
dua matriks nxn kongruen jika dan hanya jika raak glgnaturenya sama. Dari

aljabar linear diketahui bahwa dua matriks kongrjilean dan hanya jika ranknya
sama. Karena r sama jika dan hanya jika s sama tedbakti dua matriks nxn

kongruen jika dan hanya jika rank dsignaturenya sama.
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Dalam teorema 2.1.3 berikut akan ditulis suatatsrang berlaku untuk
sebarang matriks simetri A bertipe mxm dan X rfkatbertipe mxn yang
mempunyai rank baris penuh, untuk suatu B matsksetri nxn yang

didefinisikan B=X*AX maka rank dasignatureA dan B tepat sama.

Teorema 2.1.3
Misalkan A matriks simetri mxm, X matriks bertipexn yang mempunyai rank
baris penuh, B matrik simetri nxn yang didefinisikB=X*AX maka rank dan

signatureA dan B tepat sama

Bukti:

Perhatikan bahwa dari B=X*AX didapat KefIXer B, alasannya:

Ambil sebarang YIKer X, maka XY=0

BY=(X*AX)Y=X*A(XY)=X*A0=0. Karena BY=0 maka Y [IKer B.

Lagi perhatikan dari B=X*AX didapat ImB Im X*, alasannya:

Ambil sebarang YlIim B maka ada ZIR" sedemikian hingga

BZ=Y.

(X*AX)Z=Y

X*(AXZ)=Y

Jadi YO Im X*.

Selanjutnya matriks Xlapat disajikan sebagai *Al Xl],dengan A bertipe
mx(n-m) dan X bertipe mxm sehingga ada basis C sedemikian hingga
X= [O Xl] invertibel.

X*AX= [X?*JA[O Xl] =[8 gj dengan A bertipe mxm

Perhatikan dulu

0 [Al [0 X ]= 0 [0 AX/]= 0o 0 sehingga B=X1*AX
X, * i X, * U= X, * AX, ' ¢[¢) 1 1

akibatnya rank B= rank A.
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Dari B:[g g} = X;*AX ; didapat rank B=rank 8= rank A.
1

Akibatnya diperoleto(B)=0( B1)=0(A) artinya teorema terbukti.
k
Selanjutnya untukay...,va OC" , Ay,..., AsOR dan A=)_ A vv, * maka A
i=1
matriks Hermitian yang kongruen dengAsdiag@s,..., Ak,...,0), juga untuk
A1,A; Hermitian yang memenuhi rank{#A,)=rank(As)+rank(A) maka

o(A1+Az)=0(A1)+0(A>). Hal ini disajikan dalam teorema 2.1.4 berikut.

Teorema2.1.4
Kk
1. Jika \,...,v, OC", A4,..., AsOR dan Azz/li vV, *, maka A matriks Hermitian
i=1
dan A kongruen dengak=diag@\1,..., Ak,...,0)
2. Jika Adan A Hermitian dan rank(fA+ Az)=rank(Ay)+rank(A;) maka
0(A1+A2) = 0(A1)+ o (Az)
Bukti :
Kk
1. A=) Avv * hermitian sebab
i=1
k k k k
(D Avy, *)* = Z(Ai ik :Z(Vivi A *):z/]i vV, * . Jadi A*=A
i=1 i=1 i=1 i=1
Perhatikan bahwa matriks dapat dipartisi atas {misnya atau kolom-
kolomnya (Brown,1993), hal ini nanti akan dipakalain langkah pembuktian

selajutnya .

k
A= ANV * =NV VE* A Vo Vo * A Vi Vi
-

Vll Vlk

— \Y v
=M\ #Vig Voy o Vg ot A ?k Vik Vak " Vik

an Vnk
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2 — — 2 — —
|V11| Vi1V Vi1V |V1k| VieVae = ViV
. 5 - P > =
=\ Vo1 Vig |V21 © V1V +...+A Vo Vik |V2k| v Vo Vi
— — 2 — — 2
ViiVir ViVor o |Vn1| Vi Vik VieVor *- |vnk|
i 2 2 2 — — —
/11|V11| +/]2|V12| +"'+/1k|vlk| /]1V11an+/12V12Vn2 +---+/]kV1kVnk
AN VANV Vo 4o+ AV o AN P+ P+ A [
L 71%n1711 2%n2"12 kYnk Y1k 1| n1| 2| n2| k| nk|
V V cee V
= 11 V21 ni
AV,, AN, - Av, 0 - 0|l —
1V11 2V12 k Vik V%2 V,, Vo,
_ /11\/21 /]2\/22 /]kvzk o - 0 :
: Vi Vax Vik
_/11Vn1 /]ZVnZ /]kVnk 0 - 0] __ —
_Vln V2n Vnn_
_Vl*
_ Vv, *
=[Av, Ay, - Ay, O - O
P — Vn*
_/‘1 _
A _
2 *
Vi
L ' I (VS S,
= /]k - =VAV
v, V, v, :
0
V *
— 1
— O_

Karena A= V\V* maka disimpulkan A kongruen dengan

2. Misalkan A1, A2 ..., A¢ nilai-nilai karakteristik yang tidak nol dari;Ayang
berhubungan dengan vektor karakteristikw ...,vk dan misalkamy.1, Ax+2
...,Ak+ nilai-nilai karakteristik yang tidak nol dari ;Ayang berhubungan

dengan vektor karakteristikM, Vi+2 ...,Vksi maka menurut teorema spektral
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/11 /]k+1
/12 0 /]k+2 0
A, A dan Al Asi
0 0
0 . 0
- O_ -
Perhatikan bahwark(A)=k dan rk(y=l

k+
A2=> Avy* :C' - C"

i=k+1

k
A=) Avv* :C' - C
i=1

Karena diketahui rk (A+A2)= rk (Ap)+rk(A,) maka
dim Im (A1+A2)= dim Im (As)+dim Im(Ay) berarti
dim (Im (A;)ndim Im(A,))=0, akibatnya

Im (A;)ndim Im(Az)={0}.

Menurut teorema Spektral, {w> = vk

......

k+l
ZAi ViV * )= A*+A*= A+Ao.
i=k+1

K
(Ar+A2)*=( Z/]i vV, *+
i=1

Didapat A+A, matriks Hermitian.

k+l
Dari A1+A2:Z/]. vV * maka menurut butir 1, A4A, kongruen dengan

i YT
i=1

matriks diagonalXi , A2, .. Ak, Aks1,Aks2 «.. . Ak41,0,...0)

A _

A,
. 0
’ak
A1+A0 Akﬂ . ,
Ak+|
0 0
— 0_

O(A1+A2)=0(A1)+0(A2).
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3. KESIMPULAN
Berikut akan dituliskan kesimpulan sebagai hagilgtigan.
Jika U ruang produk dalam real dgfx,y) fungsi bilinear simetri dalam U maka

terdapat suatu basis Bx{f..,f;} yaitu basis U sedemikian hingga adalah matriks

1 O=<ic<k
diagonal dang(f;,f;)=¢8ij, dengare; ={-1 k<i<r. Lebih lajut k dan r tertentu
0 r<i<n

dengan tunggal olefa
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