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Abstrak. Pada paper ini dikemukakan hubungan antara sisiminear dengan sistem LPV
(Linear Parameter Varying system) dimana sistem non linear dapat dideskapssebagai sistem
LPV. Melalui deskripsi sistem LPV ini, ketaklinearadari sistem direpresentasikan dengan
parameter yang berubah-ubah terhadap waktu. $idatiskal dari sistem nonlinear tersebut
dikaji. Diasumsikan bahwa semua syarat-syarat urgkkistensi dan keunikan solusi telah
dipenuhi. Juga diasumsikan bahevégin(titik asal) merupakan titik stasioner.

Kemudian akan dibahas bagaimana menganalisis Hestadari sistem non-linear ini dengan
menggunakan pendekatan sistem LPV. Selanjutnyerikiilme batas-batas pada parameter yang
berubah terhadap waktu sehingga menjamin kestabgantotik dari sistem nonlinear tersebut.

Sebagai verifikasi dari metode yang dikemukakanaktar diberikan simulasi numerik.

Kata-kata kunci : sistem nonlineahounded real lemma, sistem LPV

1. PENDAHULUAN

Hukum kendali non linear dibentuk
dengan strategi untuk menyelesaikan
masalah analisis dan sintesis dengan
setting operasi berbeda yang
direpresentasikan oleh suatu parameter.
Dengan menggunakan metode sintesis
untuk sistem linear dengan parameter
berubah-ubah vyaitu bahwa sistem non
linear akan dideskripsikan sebagai sistem
LPV [2]. Deskripsi sistem LPV ini adalah
konservatif dalam hal ketaklinearan dari
sistem dapat ditangani oleh parameter yang
berubah-ubah terhadap waktu. Nilai
parameter ini dan kadang-kadang juga ada
kendala laju variasi parameter diberikan
didalam box parameter yang terbatas. Hal
ni berarti bahwa sistem LPV tidak hanya
mendeskripsikan sistem non linear di titik
asal, tetapi juga semua sistem nonlinear
yang diperoleh ketika parameter berubah
secara sembarang disepanjang nilainya
didalam box parameter.

Pada paper ini, akan dibahas hanya
pada sistem nonlinear yang secara eksak
dapat dideskripsikan sebagai sistem LPV.
Sifat-sifat yang  berkaitan  dengan
kestabilan dari sistem nonlinear dikaji
dalam konteks sistem LPV vyang
memenuhibounded real lemma. Beberapa

peneliti [1, 5, 7] telah mengkaji masalah
kestabilan dari sistem LPV dengan laju variasi
parameter tak terbatas dan terbatas. Teori
umpan balik dan fungsi Lyapunov kuadratik
digunakan untuk menganalisis kestabilan
sistem LPV. Masalah kestabilan ini dapat
dikarakterisasi sebagai masalah
pertidaksamaan matriks lineatifear matrix
inequality(LMI)) untuk menemukan matriks
simetri definit positif. Sebagai verifikasi dari
metode yang dikemukakan, diberikan contoh
untuk menganalisis kestabilan sistem nonlinear
(persaman Van der Pol) melalui pendekatan
sistem LPV.

Sistematika dari paper ini adalah
sebagai berikut. Teori singkat tentang
sistem linear dengan parameter berubah-
ubah diberikan pada bagian 2. Pada bagian
3 disajikan pembahasan tentaregpgekatan
sistem nonlinear dengan sistem LPV.
Selanjutnya, pada bagian 4 didiskusikan
tentang contoh numerik untuk menganalisis
kestabilan sistem non linear melalui sistem
linear dengan parameter berubah-ubah dan
terakhir disajikan kesimpulan.

2. SISTEM LINIER DENGAN
PARAMETER BERUBAH-UBAH
Pada bagian ini, diulas secara singkat
tentang sistem linear dengan parameter
berubah-ubah. Diberikan himpunan kompak
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O0ORS. Himpunan trayektori parameter
feasible Fp menotasikan himpunan dari
semua fungsi kontinu bagian demi bagian dari

R'(waktu) ke [0 dengan sejumlah hingga
diskontinuitas dalam suatu interval,

[pR~RSI,q <A<A,,, 12s} 1)

Himpunan kompak [J[J RS, bersama-sama
dengan fungsi kontinu A:R® - R™,
B:R° - R™ C:R° - R™ D:R - R
merepresentasikan  sistem  LPV,G(p),

berorde n dengan persamaan ruang keadaan
sebagai berikut

X(1) = A(p(O)X(1) + BloM)u(®),  (2)
y(t) = C(p(t) x(t) + D(p()u(t),
dengan Xx(t) OR"adalah vektor keadaan,
y() DR™ adalah keluaran, u(t) 0 RK

adalah masukam(t) JR® adalah vektor

parameter, dan matriks ruang keadaan
(A,B,C,D) diasumsikan sebagai fungsi kontinu
dari parameter.

Berikut diberikan konsep kestabilan
dari sistem LPV dengan laju variasi parameter
p(t) tak terbatas dan terbatas. Diberikan

fungsi kontinuA:R* -~ R™ | Pandang sistem
LPV (dengan laju variasi parameter tak
terbatas) tanpa masukan,

x(t) = A(p()x(t), DpOF,.  (3a)

Fungsi bernilai skalar

V:R" - Rdidefinisikan sebagaV/ (x(t)) :=
X (t)Px(t), denganPOR™", P > 0. Turunan

dari fungsi Lyapunov kuadrat¥(x) diberikan
oleh

YOO = AT (o(0)P+ PAADIXD,
dengan UpUF,sepanjang trayektori  dari

sistem (3a).

Definisi 1.[1, 5, 6] FungsA dikatakan stabil
kuadratik atad jika terdapat matriks re& >
0 sedemikian sehingga

AT (p(t)P + PA(p(t) <0, D F, (3b)
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Norm terinduksi L [2, 7] dari sistem LPV
yang stabil kuadratik dengan keadaan awal nol
didefinisikan sebagai
y
(60, = st _sup %
2

p(U)OF, uz0,ulls,

(4)

Bounded Real Lemma (BRL) menyatakan
bahwa sistem LPV (2) dengan laju variasi
parameter terbatas adalah stabil asimtotik dan
mempunyai norm terindukdi, yang terbatas

oleh y,y>0, untuk setiappOF, dan
EpZ{;)Dcl(R*,Rs)lpﬂD,A <p<p i :12,...,3},

min max

Clmenotasikan kelas dari fungsi-fungsi
terdiferensialkan kontinu bagian demi bagian,
jika terdapat fungsi matriks definit positif
P(p) yang memenuhi (selanjutnya, untuk

penyingkatart tidak dituliskan),

A (PO +ROND) +P) POBE) C' (o)
B"(OP(0) - D'(P|<0
o) Do -4
Karena batas dari vektor parameter secara
implisit mendefinisikan himpunan validitas
dari BRL pada pertidaksamaan matriks linear
(5), maka penguatan,ldari sistem bersifat
lokal.

(®)

3. PENDEKATAN SISTEM NONLINIER
DENGAN SISTEM LPV
Sistem non linear yang didiskusikan disini
mempunyai persamaan,

x(t) = f (x(t), u)), x(t) OD O R", ut)ORX.  (6)

Diasumskan bahwa semua kondisi untuk
eksistensi dan keunikan solusi dipenuhi [2].

Selanjutnya  perhatikan  contoh  sistem
nonlinear dari persamaan Van der Pol,

).(1 =—Xo,

X2 = X = 03(L— X)X, + U, (7)

Y= Xo.

Deskripsi sistem LPV dari persamaan Van der
Pol di atas adalah

[Z] ] E - 0’3_+10,3p}{:j +m“ . ®
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denganp = x12. Hanya bagian nonlinear pada
persamaan (7) diganti dengan parameter
Dalam hal ini trayektori dari sistem nonlinear
mempunyai trayektori yang sama dengan
trayektori dari sistem LPV, dengan
menggunakan hubungan dapi= x12. Dengan

menggunakan program MATLAB (LMI
Control Toolbox) [3] dapat diperoleh matriks
P definit positif solusi dari pertidaksamaan
matriks linear (3b) dan batas atys= 66,83

jika diambil trayektori parameter pada
F o= {,OD R|0<p< 0,9}. Diperoleh bahwa
jilka p=1, maka nilai eigen dari matrik&
untuk frozen parameter p(t) = pg), berada

di sebelah kanan sumbu imajiner. Akibatnya,
salah satu kemungkinan untuk parameter

dengan waktu konstap(t) = og, solusi dari
pertidaksamaan matriks linear (3b) tidak ada.
Sehingga batas atas dari penguatayvalid
untuk himpunan yang Dberkorespondensi
dengan nilai parameter patﬂ-’q9 , yaitu

{X1D R|—\/®Sps\/®}.

Teorema 3.1. [2] Pandang sistem non linear,

x= f(x,u), xOOR", udRK, )
z=h(x,u),

dan deskrips sistem LPV

x= A(p)x+B(p)u,
y =C(p)x+D(p)u,
dengan p = ¢(X) . Asumsikan bahwa sistem
LPV (10) memenuhi bounded real lemma
dengan LMI (5) untuk semua parameter

pUF, dan p0I IEp. Definisikan himpunan,

(10)

)(:{XD[3|¢(X)DFp}, (11)
)?:{XDDW(X)DIEP}, (12)
ry={x0bivx o}, (13)

_JT :
dengan V = X' P(@(X))x . Jika 00N X,
maka sistem (9) adalah stabil asimtotik untuk
nilai awal X(tg) LT g danuntuk x(tg) =0,

M‘z
u

Su
utlu

<y’
2

dengan himpunan input didefinisikan sebagai

u=%mg

%(A(ﬂx))w B(@(x))u)< 0,0x0 rﬂ} (14)

Bukti:

Bersesuaian dengan pertidaksamaan
matriks linear (5) padéounded real lemma,
sistem LPV (10) stabil asimtotik dan
mempunyai penguatan terinduKsi (induced
L, gain ) yang terbatas olely, untuk setiap

pOF, pOF,, dan
khususnya untuk p=¢(X). Sistem LPV

dengan p = ¢(X) merupakan sistem nolinear

(9) yang mengimplikasikan bahwa sistem
nonlinear mempunyai penguatan terinduksi
yang terbatas olehy sepanjang keadaax

didalam daerahy n y .
Secara umum, terdapatCd(y n X)

yang mana trayektori dari sistem nonlinear
berada pada daeraly n Y. Bagaimanapun

parameter dan

pengunaan fungsiV:xTP(qo(x))x yang
disebut sebagai fungsi Lyapunov untuk sistem
tanpa masukan u( = 0), mengakibatkan
terdapat daerah di dalagy n ¥ yang mana
trayektorinya berada pada daerah tersebut,
selama ada pembatasan pada masulan
Estimasi daerahx yang berkaitan dengan

fungsi Lyapunov diberikan pad'aﬁ. Dari sini
dapat disimpulkan bahwéig 00 (x n ) dan

trayektori dari sistem tanpa masukan berada di
Fﬁ.

Kemudian, perhatikan sistem dengan
masukan (% 0). Turunan dari fungsi
Lyapunov sepanjang trayektori parameter pada
sistem LPV menghasilkan,

A= 2% (A@)x+ BEOW).
t  Ox

Sehinga jikal pada persamaan (14) terpenuhi

untuk setiapréI’lg, maka trayektori yang

(15)

berada di Fﬁ dapat tidak pernah berada di

I'ﬂ, hal ini kontradiksi. Selanjutnya, dapat

disimpulkan bahwa sistem nonlinear (9) yang
diperoleh secara khusus dari sistem LPV
dengan parameterp = ¢(X) adalah stabil

asimtotik. Sehingga teorema terbukti.
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Kondisi bounded real lemma untuk
sistem LPV menjamin penguatabh, lokal
untuk sistem nonlinear disekitar titik stasioner.
Hal ini berkaitan dengan kepositifan
(positiveness)  dari  fungsi  Lyapunov,
V:xTP(p(x))x dan sepanjang himpunan
X dan ¥ yang memuat titik asal. Bahwa
himpunan ¥ dan ¥ memuat titik asal, ini
adalah natural, karena titik asal adalah titik
stasioner dari sistem nonlinear dan termasuk

dalam y dan jika 0 = Otermasuk dalanF,,

maka titik asal termasuk dalamyyang
bersesuaian dengan

0x
Oleh karena itu, akan selalu ada himpum'gn
tidak kosong yang mana batas atas dari

penguatan i dari sistem LPV adalah valid
untuk sistem nonlinear.

4. SIMULASI NUMERIK
Perhatikan kembali persamaan Van der Pol
dengan mengunakan deskripsi sistem LPV (8)

hanya pada domain,—-1<X <1, BRL
dipenuhi. Sistem akan menjadi tidak stabil
untuk nilai X yang lebih besar. Untuk

memperbesar domain, pandang deskripsi LPV
dari persamaan Van der Pol berikut.

e livoss sl ¢
X, 1+03p -03| X

denganp = X Xo.
Dari persamaan (16), untdkozen parameter
diperoleh bahwa sistem matriks mempunyai

nilai eigen negatif padz*p|<1§0. Hal ini

dapat memungkinkan  bahwa  domain
penguatari, dari sistem lebih besar dari pada
kasus (8). Untuk mengkaji hal ini, selanjutnya
digunakan matriksP bergantung parameter
yang disajikan secaraffine [4] padabouded
real lemma. Matriks P()ini dapat dicari

dengan menyelesaikan pertidaksamaan matriks
linear (5) dengan teknik gridding ruang
parameter dan dengan menggunakan paket
software LMI [3], diperoleh matrik$(p0),

18

1,020 0,18 0,098 0,01
0 amn 2074| oon- oci

-0,181 1,07 0,017- 0,0
N -0,607 —-1,57 1G5
| -1,570 5,449

+

[-1944 0017] _
19 P70 35 )
| 0017 0682

Batas atas penguatdrn, dari sistem adalah
y =1411 untuk semua nilai parameter yang

bervariasi pada
10 = x| < 169 (18)
dan dengan laju variasi parameter pada

|p| = “ X% +X (% — 03— x12)x2) <3. (19)

Bagimanapun bersesuaian dengan Teorema 1,
maka sistem nonlinear (7) yang dideskripsikan
dengan sistem LPV (16) stabil asimtotik pada
domain yang bersesuian dengan kurva level

I'ﬁ dari fungsi Lyapunov x' Px yang

termasuk dalam irisan himpunan yang
didefinisikan seperti pada pertidaksamaan (18)
dan (19).

5. PENUTUP

Daerah penguatan ,Ldari sistem LPV
yang menjamin penguatan yang sama untuk
sistem nonlinear dapat ditentukan berdasarkan
analisis sistem LPV. Dari hasil simulasi
numerik, sistem non linear dapat
dideskripsikan dengan beberapa sistem LPV
yang berbeda, berdasarkan pemilihan
parameter. Juga  diilustrasikan  bahwa
pemilihan parameter secara khusus penting
untuk menentukan domain kestabilan sistem
nonlinear berdasarkan kondisi analisis sistem
LPV dengan menggunakarounded real
lemma.
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