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Abstrak. Pada paper ini dikemukakan hubungan antara sistem nonlinear dengan sistem LPV 
(Linear Parameter Varying system) dimana sistem non linear dapat dideskripsikan sebagai sistem 
LPV. Melalui deskripsi sistem LPV ini, ketaklinearan dari sistem direpresentasikan dengan 
parameter yang berubah-ubah terhadap waktu. Sifat-sifat lokal dari sistem nonlinear tersebut 
dikaji. Diasumsikan bahwa semua syarat-syarat untuk eksistensi dan keunikan solusi telah 
dipenuhi. Juga diasumsikan bahwa origin(titik asal) merupakan titik stasioner. 
Kemudian akan dibahas bagaimana menganalisis kestabilan dari sistem non-linear ini dengan 
menggunakan pendekatan sistem LPV. Selanjutnya diberikan batas-batas pada parameter yang 
berubah terhadap waktu sehingga menjamin kestabilan asimtotik dari sistem nonlinear tersebut. 
Sebagai verifikasi dari metode yang dikemukakan, terakhir diberikan simulasi numerik.  
 
Kata-kata kunci : sistem nonlinear, bounded real lemma, sistem LPV 

 
1. PENDAHULUAN 

    Hukum kendali non linear dibentuk 
dengan strategi untuk menyelesaikan  
masalah analisis dan sintesis dengan 
setting operasi berbeda yang 
direpresentasikan oleh suatu parameter. 
Dengan menggunakan metode sintesis 
untuk sistem linear dengan parameter 
berubah-ubah  yaitu bahwa sistem non 
linear akan dideskripsikan sebagai sistem 
LPV [2]. Deskripsi sistem LPV ini adalah 
konservatif dalam hal ketaklinearan dari 
sistem dapat ditangani oleh parameter yang 
berubah-ubah terhadap waktu. Nilai 
parameter ini dan kadang-kadang juga ada 
kendala laju variasi parameter  diberikan 
didalam box parameter yang terbatas. Hal 
ni berarti bahwa sistem LPV tidak hanya 
mendeskripsikan sistem non linear di titik 
asal, tetapi juga semua sistem nonlinear 
yang diperoleh ketika parameter berubah 
secara sembarang disepanjang nilainya 
didalam box parameter.  

   Pada paper ini, akan dibahas hanya 
pada sistem nonlinear yang secara eksak 
dapat dideskripsikan  sebagai sistem LPV. 
Sifat-sifat yang berkaitan dengan 
kestabilan dari sistem nonlinear dikaji 
dalam konteks sistem LPV yang 
memenuhi bounded real lemma. Beberapa 

peneliti [1, 5, 7] telah mengkaji masalah 
kestabilan dari sistem LPV dengan laju variasi 
parameter tak terbatas dan terbatas. Teori 
umpan balik dan fungsi Lyapunov kuadratik 
digunakan untuk menganalisis kestabilan 
sistem LPV. Masalah kestabilan ini dapat 
dikarakterisasi sebagai masalah 
pertidaksamaan matriks linear (Linear matrix 
inequality(LMI)) untuk menemukan matriks 
simetri definit positif. Sebagai verifikasi dari 
metode yang dikemukakan, diberikan contoh 
untuk menganalisis kestabilan sistem nonlinear 
(persaman Van der Pol) melalui pendekatan 
sistem LPV. 

   Sistematika dari paper ini adalah 
sebagai berikut. Teori singkat tentang 
sistem linear dengan parameter berubah-
ubah diberikan pada bagian 2. Pada bagian 
3 disajikan pembahasan tentang pendekatan 
sistem nonlinear dengan sistem LPV. 
Selanjutnya, pada bagian 4 didiskusikan 
tentang contoh numerik untuk menganalisis 
kestabilan sistem non linear melalui sistem 
linear dengan parameter berubah-ubah dan 
terakhir disajikan kesimpulan. 

 
2. SISTEM LINIER DENGAN 

PARAMETER BERUBAH-UBAH 
 Pada bagian ini, diulas secara singkat 

tentang sistem linear dengan parameter 
berubah-ubah. Diberikan himpunan kompak 
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sR⊂ℑ . Himpunan trayektori parameter 
feasible ρF  menotasikan himpunan dari 

semua fungsi kontinu bagian demi bagian dari 
R+(waktu) ke ℑ  dengan sejumlah hingga 
diskontinuitas dalam suatu interval,  

{ }siRRF iii
s ,,2,1,|:

~
maxmin

⋯=≤≤→= + ρρρρρ      (1) 

Himpunan kompak sR⊂ℑ , bersama-sama 

dengan fungsi kontinu : s n nA ×→R R ,   

: , : , :s n m s p n s p mB R R C R R D R R× × ×→ → →   

merepresentasikan sistem LPV, )(ρG , 
berorde n dengan persamaan ruang keadaan 
sebagai berikut 

   
),())(()())(()(

),())(()())(()(
.

tutDtxtCty

tutBtxtAtx

ρρ
ρρ

+=
+=    (2) 

dengan  nRtx ∈)( adalah vektor keadaan, 

mRty ∈)(  adalah keluaran, kRtu ∈)(  

adalah masukan, sRt ∈)(ρ  adalah vektor 
parameter, dan matriks ruang keadaan 
(A,B,C,D) diasumsikan sebagai fungsi kontinu 
dari parameter.  

Berikut diberikan konsep kestabilan 
dari sistem LPV dengan laju variasi parameter 

)(tρɺ  tak terbatas dan terbatas.  Diberikan 

fungsi kontinu : s n nA ×→R R . Pandang sistem 
LPV (dengan laju variasi parameter tak 
terbatas) tanpa masukan,  

       ),())(()(
.

txtAtx ρ= ρρ F∈∀ .    (3a)

  
Fungsi bernilai skalar 

RRV n →: didefinisikan sebagai V (x(t)) := 

xT(t)Px(t), dengan nnRP ×∈ , P > 0. Turunan 
dari fungsi Lyapunov kuadratik V(x) diberikan 
oleh  
 

)())](())(()[(
))((

txtPAPtAtx
dt

txdV T ρρ += ,  

dengan ρρ F∈∀ sepanjang trayektori dari 

sistem (3a). 
Definisi 1.[1, 5, 6] Fungsi A dikatakan stabil 
kuadratik atas P jika terdapat matriks real P > 
0 sedemikian sehingga  

,0))(())(( <+ tPAPtAT ρρ ρρ F∈∀   (3b) 

Norm terinduksi L2 [2, 7] dari sistem LPV 
yang stabil kuadratik dengan keadaan awal nol 
didefinisikan sebagai    
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Bounded Real Lemma (BRL) menyatakan 
bahwa sistem LPV (2) dengan laju variasi 
parameter terbatas adalah stabil asimtotik dan 
mempunyai norm terinduksi L2 yang terbatas 
oleh 0, >γγ , untuk  setiap ρρ F∈   dan 

,
~
ρρ F∈ɺ

{ }siRRCF iii
s ,,2,1,,|),(

~
maxmin

1
⋯ɺɺɺ =≤≤ℑ∈∈= + ρρρρρρ , 

1C menotasikan kelas dari fungsi-fungsi 
terdiferensialkan kontinu bagian demi bagian, 
jika terdapat fungsi matriks  definit positif 

)(ρP  yang memenuhi (selanjutnya, untuk 
penyingkatan t tidak dituliskan), 
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Karena batas dari vektor parameter secara 
implisit mendefinisikan himpunan validitas 
dari BRL pada pertidaksamaan matriks linear 
(5), maka penguatan L2 dari sistem bersifat 
lokal. 
 
3. PENDEKATAN SISTEM NONLINIER 

DENGAN SISTEM LPV 
Sistem non linear yang didiskusikan disini 

mempunyai persamaan, 

.)(,)()),(),(()(
.

kn RtuRDtxtutxftx ∈⊆∈=
⌣

  (6)
   
Diasumskan bahwa semua kondisi untuk 
eksistensi dan keunikan solusi dipenuhi [2]. 
Selanjutnya perhatikan contoh sistem 
nonlinear dari persamaan Van der Pol, 
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Deskripsi sistem LPV dari persamaan Van der 
Pol di atas adalah 
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dengan 2
1x=ρ . Hanya bagian nonlinear pada 

persamaan (7) diganti dengan parameter ρ . 
Dalam hal ini trayektori dari sistem nonlinear 
mempunyai trayektori yang sama dengan 
trayektori dari sistem LPV, dengan 

menggunakan hubungan dari 2
1x=ρ . Dengan 

menggunakan program MATLAB  (LMI 
Control Toolbox) [3] dapat diperoleh matriks 
P definit positif  solusi dari pertidaksamaan 
matriks linear (3b) dan batas atas γ = 66,83 
jika diambil trayektori parameter pada 

{ }9,00| ≤≤∈= ρρρ RF .  Diperoleh bahwa 

jika 1≥ρ , maka nilai eigen dari matriks A 

untuk frozen parameter ( 0)( ρρ =t ),  berada 

di sebelah kanan sumbu imajiner. Akibatnya, 
salah satu kemungkinan untuk parameter 
dengan waktu konstan 0)( ρρ =t , solusi dari 

pertidaksamaan matriks linear (3b) tidak ada. 
Sehingga batas atas dari penguatan 2L valid 
untuk himpunan yang berkorespondensi 
dengan nilai parameter pada ρF  , yaitu 

 { }9,09,0|1 ≤≤−∈ ρRx . 

  
Teorema 3.1. [2] Pandang sistem non linear, 

),,(

,,),,(
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RuRxuxfx kn
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dan deskripsi sistem LPV 

,)()(

,)()(
.

uDxCy

uBxAx

ρρ
ρρ

+=
+=    (10) 

dengan )(xφρ = . Asumsikan bahwa sistem 
LPV (10) memenuhi bounded real lemma 
dengan LMI (5) untuk semua parameter 

ρρ F∈  dan ρρ F
~∈ɺ . Definisikan himpunan, 

{ }ρφχ FxDx ∈∈= )(|
⌣

,  (11) 

{ }ρφχ FxDx
~

)(|~ ∈∈= ɺ
⌣

,  (12) 

{ }ββ ∈∈=Γ )(| xVDx
⌣

,  (13) 

dengan xxPxV T ))((φ= . Jika )~( χχβ ∩⊆Γ , 

maka  sistem (9) adalah stabil asimtotik untuk 
nilai awal βΓ∈)( 0tx  dan untuk  0)( 0 =tx , 

  γ≤
∈ 2

2sup
u

y

Uu
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dengan himpunan input didefinisikan sebagai 
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∂
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Bukti: 
 Bersesuaian dengan pertidaksamaan 
matriks linear (5) pada bounded real lemma, 
sistem LPV (10) stabil asimtotik dan 
mempunyai penguatan terinduksi L2 (induced 
L2 gain ) yang terbatas oleh γ , untuk setiap 

parameter ρρ F∈  dan ,
~
ρρ F∈ɺ dan 

khususnya untuk )(xφρ = . Sistem LPV 

dengan )(xφρ = merupakan sistem nolinear 
(9) yang mengimplikasikan bahwa sistem 
nonlinear mempunyai penguatan terinduksi L2 
yang terbatas oleh γ  sepanjang keadaan x  

didalam daerah χχ ~∩ . 

 Secara umum, terdapat )~( χχ ∩∈x  
yang mana trayektori dari sistem nonlinear 
berada pada daerah χχ ~∩ . Bagaimanapun 

pengunaan fungsi xxPxV T ))((φ=  yang 
disebut sebagai fungsi Lyapunov untuk sistem 
tanpa masukan (u = 0), mengakibatkan 
terdapat daerah di dalam χχ ~∩  yang mana 
trayektorinya berada pada daerah tersebut, 
selama ada pembatasan pada masukan u. 
Estimasi daerah x yang berkaitan dengan 
fungsi Lyapunov diberikan pada βΓ . Dari sini 

dapat disimpulkan bahwa ⊆Γβ )~( χχ ∩  dan  

trayektori dari sistem tanpa masukan berada di 

βΓ .  

 Kemudian, perhatikan sistem dengan 
masukan ( 0≠u ).  Turunan dari fungsi 
Lyapunov sepanjang trayektori parameter pada 
sistem LPV menghasilkan, 

)))(())((( uxBxxA
x

V

dt

dV φφ +
∂
∂= .    (15) 

Sehinga jika U pada persamaan (14) terpenuhi 
untuk setiap βΓ∂∈x , maka trayektori yang 

berada di βΓ  dapat tidak pernah berada di 

βΓ , hal ini kontradiksi. Selanjutnya,  dapat 

disimpulkan bahwa sistem nonlinear (9) yang 
diperoleh secara khusus dari sistem LPV 
dengan parameter )(xφρ =  adalah stabil 
asimtotik. Sehingga teorema terbukti. 
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 Kondisi bounded real lemma  untuk 
sistem LPV menjamin penguatan L2 lokal 
untuk sistem nonlinear disekitar titik stasioner. 
Hal ini berkaitan dengan kepositifan 
(positiveness) dari fungsi Lyapunov, 

xxPxV T ))((ρ=  dan sepanjang himpunan 

χ  dan χ~  yang memuat titik asal. Bahwa 

himpunan χ  dan χ~  memuat titik asal, ini 
adalah natural, karena titik asal adalah titik 
stasioner dari sistem nonlinear dan termasuk 

dalam χ  dan jika 0=ρɺ termasuk dalam ρF
~

, 

maka titik asal termasuk dalam χ~ yang 
bersesuaian dengan  

  .0)0( =
∂
∂= f

x

ρρɺ  

Oleh karena itu, akan selalu ada himpunan βΓ  

tidak kosong yang mana  batas atas dari 
penguatan L2 dari sistem LPV adalah valid 
untuk sistem nonlinear. 
  
4. SIMULASI NUMERIK 

Perhatikan kembali persamaan Van der Pol 
dengan mengunakan deskripsi sistem LPV (8) 
hanya pada domain, 11 1 ≤≤− x , BRL 
dipenuhi. Sistem akan menjadi tidak stabil 
untuk nilai 1x  yang lebih besar. Untuk 
memperbesar domain, pandang deskripsi LPV 
dari persamaan Van der Pol berikut. 
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dengan 21xx=ρ . 
Dari persamaan (16), untuk frozen parameter 
diperoleh bahwa sistem matriks mempunyai  

nilai eigen negatif  pada 
3

10<ρ . Hal ini 

dapat memungkinkan bahwa domain 
penguatan L2 dari sistem lebih besar dari pada 
kasus (8). Untuk mengkaji hal ini, selanjutnya 
digunakan matriks P bergantung parameter 
yang disajikan secara affine [4] pada bouded 
real lemma. Matriks )(ρP ini dapat dicari 
dengan menyelesaikan pertidaksamaan matriks 
linear (5) dengan teknik gridding ruang 
parameter dan  dengan menggunakan paket 
software LMI [3], diperoleh matriks )(ρP ,  
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−
+ .   (17) 

Batas atas penguatan L2 dari sistem adalah  
1,141=γ  untuk semua nilai parameter  yang 

bervariasi pada  

 69,121 ≤= xxρ      (18) 

dan dengan laju variasi parameter pada  
 

3))1(3,0( 2
2
111

2
2 ≤−−+−= xxxxxρɺ .  (19) 

Bagimanapun bersesuaian dengan Teorema 1, 
maka sistem nonlinear (7) yang dideskripsikan 
dengan sistem LPV (16) stabil asimtotik pada 
domain yang bersesuian dengan kurva level 

βΓ  dari fungsi Lyapunov PxxT  yang 

termasuk dalam irisan himpunan yang 
didefinisikan seperti pada pertidaksamaan (18) 
dan (19).  
   
5. PENUTUP 

Daerah penguatan L2 dari sistem LPV 
yang menjamin penguatan yang sama untuk 
sistem nonlinear dapat ditentukan berdasarkan 
analisis sistem LPV. Dari hasil simulasi 
numerik, sistem non linear dapat 
dideskripsikan dengan beberapa sistem LPV 
yang berbeda, berdasarkan pemilihan 
parameter. Juga diilustrasikan bahwa 
pemilihan parameter secara khusus penting 
untuk menentukan domain kestabilan sistem 
nonlinear berdasarkan kondisi analisis sistem 
LPV dengan menggunakan bounded real 
lemma.  
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