PELABELAN TOTAL TITIK AJAIB GRAF HASIL KALI KARTESIUS
DARI GRAF SIKEL
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Abstract. A vertex-magic total labeling of grap&(l'. E'}, with the verticesr and the edges is
the bijection from¥ U E to the set of integer§l.2.....v + &}, and for each vertex in &
satisfying Alx) + £ ilxy) =k, v is the vertex thaadjacentwith x, then k named a magic
constant inz. The sum of the label of and the labels of all edgaa incidentto thex is the same
for all vertices of & and & named vertex-magic total graph. Vertex-magic tdaddeling of
cartesian products of cycles, with the tyfye = C,,, with .n = 3 andn is odd are the labeling
to the €, = C,, and the concept used to lal®| is (a. Z)-vertex antimagic total labeling and to
label £, it is used vertex magic total labeling of cyclegth the cycle is odd.

Keywords: vertex-magic total labeling, cycle, cartesian prdu

PENDAHULUAN

Pelabelan graf merupakan suatu
pemetaan satu-satu yang memetakkan
himpunan dari elemen-elemen graf ke
himpunan bilangan bulat positif,
elemen-elemen graf itu sendiri meliputi
himpunan  titik, himpunan  sisi,
himpunan titik dan sisi. Pelabelan titik
adalah pelabelan graf  dimana
domainnya merupakan himpunan titik,
pelabelan sisi adalah pelabelan graf
dimana

domainnya merupakan

himpunan sisi, sedangkan pelabelan

total jika domainnya merupakan

gabungan himpunan titik dan sisi.
Terdapat beberapa jenis pelabelan pada
graf, diantaranya adalah pelabelan

gracefull, pelabelan harmoni, pelabelan

total tak beraturan, pelabelan ajaib, dan
pelabelan anti ajaib. Dalam pelabelan
ajaib terdapat beberapa macam
pelabelan, diantaranya adalah pelabelan
total titik ajaib, pelabelan total sisi ajaib,

pelabelan total titik ajaib super, dan

pelabelan total sisi ajaib super,
sedangkan pada pelabelan anti ajaib
terdapat pelabelan total titik anti ajaib

dan pelabelan total sisi anti ajaib.

Aplikasi pelabelan graf dapat
dijumpai dalam berbagai bidang
diantaranya dekomposisi graf,
kriptografi, kristalografi x-ray, teori

koding (coding theory), radar, disain
sirkuit dan disain jaringan komunikasi.
Pada artikel ini materi yang akan

dikaji adalah mengenai pelabelan total
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titik ajaib pada graf hasil kali kartesius
dari graf sikel, dimana graf yang akan

dikaji disini adalah graf dengan sifat

tidak terbatas, sederhana dan tidak

berarah. Kelas graf yang akan dibahas

merupakan kelas graf reguler, yaitu graf

yang derajat setiap titiknya adalah sama.

2. PEMBAHASAN
a. Pelabelan total titik ajaib

Diberikan grafG dengan himpunan
titik ¥ dan himpunan sisE. Jika 4
merupakan pemetaan bijektif dari
EUV ke bilangan bulat positif
f1,2,..,e+v} maka 4 merupakan
pelabelan total titik ajaib dengan bobot
pada titikx € I didefinisikan sebagai :

we(x) =2(x)+Za(x) (1)
dengan titk v adalah titik yang
adjacent dengan titik x, maka 4
merupakan pelabelan total titik ajaib
jika terdapat konstanté.jadi untuk
setiap titikx, nilai dari w,.(x)= k,
dimana k& merupakan suatu konstanta
ajaib dan ¢ disebut graf total titik
ajaib.

. Batas-batasKonstanta Ajaib k
Lemma 2.1 Jika G adalah sebuah graf
total titik ajaib dengan banyaknya

titik ¥ dan banyaknya sis, maka

(v+ellv+e+ 1) + A
T

Tl
Fany L

= K

dengan k adalah suatu konstanta ajaib
dan X i{xv)adalah jumlah seluruh
label sisi pada graf G.

Bukti :

Misalkan X A(x)merupakan jumlah

seluruh label titik pada gr&, maka

D) £ A6 =14243 44 (vte)

. .,
v +el .
= - l+v+el

Karena setiap sisincident pada dua
titik yang berbeda, maka setiap label
sisi akan dijumlahkan dengan kedua
label titik yang adjacent pada sisi
tersebut dan label setiap titik berbeda,

diperoleh

Z M +ild =k o EZ Aley) + Z M) = vk

rtallr+a+1] . )
e——+ ) iyl =k
2 -
v+ellv+etl) Xifny)
& 4 =z
2y v

Teorema 2.2 Misalkan G sebuah graf

dengan v titik dan e sisi. Jika G adalah
graf total titik ajaib, maka konstanta
ajaib k terbatas dan berlaku

eletDivtetDivte) . et )+lrtetl)v-¢)

Tan laa
Ll Ll

Bukti :
Dari Lemma 2.1 diperoleh :

E: .  wtdwre+1)
Alxyl = vk —
- 2
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2 A(xy) minimum akan diperoleh
jilka 1 sampaie merupakan label sisi,
sehingga diperoleh

Zi'ﬁl‘;ﬂ:‘ z1+2+3++e

e

==(1+&)
Sk )
e(e+1)
2

Sedangkan X 2 (xy) maksimum akan

diperoleh apabila (v + 1) sampai

(v + ) merupakan label sisi, sehingga
diperoleh

Ayl =lvr+ U+ +2h+ -+ (r+e)

:
:Eu—:

ele+1]
2

Dengan demikian_diperoleh bahwa

elet+ 1) AP ele + 1)
3 = Z Alxyl Zve + >

ele+1)  wiellvt+e+l) e(e+1)
5 = vk — : < ve+ 5

eletll+lvtelvte+l) ele+l)+ilv+elivtetl)

=ve +

“hzet
2v -7 2y

Jadi diperoleh bahwa konstanta ajaib

terbatas pada interval

[9':9 t+lwtevrerl)  ele+l)+lvrellvter1)]
e+
[ y v

Pelabelan Total Titik Ajaib pada
Graf Sikel dengan n1 Ganjil

Graf sikel adalah graf yang memuat
sikel tunggal. Graf sikel dengantitik

dilambangkan dengafi, dengan
n bilangan bulat positif. Untuk setiap

graf sikelC,, berlakue = v = n.

Untuk suatu graf sikel dengaim

ganjil mempunyai bentuk pelabelan

sebagai berikut

untukd = i = n—1
.-;l.::::":' :":'_1_:I= é +1 )
untuki genap

nti

="

untuki ganjil )
dengani(v,) merupakan titik pada graf

sikel dani (v, v,.,) merupakan sisi.

Teorema 2.3 Untuk setiapn ganjil

maka graf sikel £, mempunyai

pelabelan total titik ajaib dengan

En+3

konstanta ajailk = ——

Bukti :

Jikan ganijil, akan dibuktikan graf sikel
€, mempunyai pelabelan total titik
ajaib.

Diambil » merupakan bilangan bulat
positiflganjil. Karenan ganjil, makak
pasti bilangan bulat positif.

Dari Teorema 1diperoleh

e+ +wde)lvre+ 1)

o=

P

£1

maka untuk ¢, dimana

v = e = ndiperoleh

o onln+1)+2n(2n+1)

[, 21'1
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vV :C..,.:' = {:"E-J LRy :".1'!—'.1] dan

E(C,) ={v,_qvd Ul vaql0=i=n -2}

Untuk n ganjil, graf sikel C,
mempunyai bentuk pelabelan sebagai

berikut :

Av,) = 2n-i ,
untukd = i = n—1
.-;.:::I":' I":'_-_l:l= é +1 ,

untuki genap

nti

==+1

untuki ganjil_
Akan  dibuktikan

pelabelan diatas memenuhi pemetaan
bijektif
AiVUE={123.,2n)

bahwa bentuk

Sebelumnya akan dibuktikan bahwa
bentuk pelabelan diatas memenuhi
pemetaan injektif

Diambili = 0,1,...n — 1 dengan
=3

1) Alvy) =2n-i

Untuki = 0
Alvg) = 2n-0

Untuki =n—1
Avy) = 2n-{n—1)

2) Mvwyy) =

13 | e

Untuki = 0
0
;".:__I",:.I"-U = 5 +1
Untuki =n-1
) . n—1
A V1V ) = +1

3

+1 =024 .. n—-1

nii

3) -i.:::vivi_i:l = - +1 y untuk
i=13,. n—2
Untuki = 1
. n+1
A M) = 1

Dapat dilihat bahwa setiap titik
maupun sisi pada gra, mempunyai
berbeda,

memenuhi pemetaan injektif

label  yang sehingga
Dari hasil diatas telah diketahui bahwa
pemetaan4 merupakan injektif dan

domain dari pemetaani adalah

himpunan titik dan sisi, sedangkan
kodomain
£1,2,...,2n},

panjang sikel pada grdaf, sehingga

berupa himpunan

dengan n merupakan
banyak anggota domain sama dengan
banyak anggota kodomain atau dapat
ditulis

A:VUE-={123..,2n)={12,.,2n}

VUE={12,..20)] = [{L12...2n)],

berhingga
Karena pemetaan tersebut injektif dan

banyak anggota domain sama dengan

banyak anggota kodomain, maka
terbukti bahwa pemetaan tersebut
adalah pemetaan surjektif maka
pelabelannya memenuhi pemetaan

surjektif.
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Karena  memenuhi pemetaan
injektif dan surjektif, maka pemetaan
tersebut merupakan pemetaan bijektif.
Selanjutnya untuk membuktikan bahwa
setiap titik pada pelabelan tersebut
mempunyai konstanta ajaib yang sama,
maka dengan menggunakan persamaan
(1) diperoleh konstanta ajaib paca
adalah

- Untuki genap

k= /-'.:::I"f:' + /-l.:::f":' I":'_-_l:l + /-l.:::f":'_-l I":':l
_an+3
T2
- Untuki ganijil
k= A + A+ Ae_ )
Sn+ 3
T2
- Untuki=0
ko= Avy) + Avvieg) + Avpei-1vg)
_ i n+i—1
B RS R
_ Sn+ 3
2
Terlihat bahwa  setiap titiknya

mempunyai konstanta ajaib yang sama,
sehingga pelabelan tersebut merupakan

pelabelan total titik ajaib dengan

konstanta ajaib

Sn+3
k=
-

d. Pelabelan Total Titik Anti Ajaib
Suatu pemetaan bijektifi dari
EUUV ke himpunan bilangan bulat
positif { 1, 2,..., h} dengan bobot titik

didefinisikan sebagai

k=A(x)+X A(xy)

dimana y merupakan titik yang
adjacent dengan titik x. Pemetaanl
disebut sebagai pelabelan total titik anti
ajaib jika semua titik mempunyai
konstanta ajaib yang berbeda dan
himpunan konstanta ajaib dari semua
titk ~membentuk suatu  barisan
aritmatika dengan suku pertaraadan
bedad. Jadi himpunan konstanta ajaib
yang

faa+d,.. a+(v—1)d] untuk suatu

terbentuk adalah

bilangan bulat positi dand, dimana

a = 0dand = 0.

Pelabelan total titik anti ajaib

(a,d) pada grafG dapat membentuk

pelabelan total titik ajaib dengan

konstanta ajaibz ( atau biasa disebut

dengank ) jika nilai & = .

e. Pelabelan Total Titik Anti Ajaib (a,d)
pada Graf Sikel

Teorema 2.4 Jika a dan b merupakan

bilangan bulat positif, dam = 3 adalah

suatu bilangan bulat, maka terdapat suatu

pelabelan total titik anti ajaib

{a+2b+2(n—1),2) pada ¢,, dimana
a,a+2 ..,a+2(n—-1) merupakan label
dan

titik bb+2,.b+2(n—1)

merupakan label sisi.

Bukti :
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Misalkan ¢,, merupakan suatu graf sikel
dengan titik vg, vy, ..., -1 dan sisiv;1.q
dimana i=0,1,..,n—1 dan bentuk
pelabelannya sebagai berikut
/.In::f":'} =

untuki =0

=a+2(n—1i)
untuki =1,2,..,n -1

):f" :":'_1:' =b+ 2

untuki =01, .., n -1

Akan dibuktikan bahwa pelabelan diatas

memenuhia + 2b + 2(n — 1), 2)

- Untuki=1,2 .. n—1

M)+ Avv)+ Avvs)=a+ 2n—-0) +542(-1) +b+2i
=0-2042-1)42

- Untuki =0

Meg + Mvyvg) + Mgy =a+E+2(n-1)+5

=a+2b+2n—-1)+0

Sehingga diperoleh pelabelan total titik

anti ajaib dengan konstanta ajaib
a+2b+2(n—1)+2 untuk

i=01..n—-1

f. Graf Hasll Kali Kartesius dari Gr af
Sikd
Graf hasil kali

merupakan suatu graf yang dibentuk

kartesius

dari dua buah graf sikel, dimana graf

sikel yang pertama disimbolkan dengan

€,., denganm = 3, m merupakan

himpunan bilangan bulat positif dan
graf sikel yang kedua disimbolkan
denganC,, dengann =3, n merupakan
himpunan bilangan bulat positif ganijil,
sehingga bentuk umum dari graf hasil
kali kartesius dari graf sikel adal&h,

% C,. Istilah lain dari grafC, x C,

adalahTorus Gridsatau biasa disebut
jugaToroidal Grids.

Pelabelan Total Titik Ajaib Graf
Hasil Kali Kartesiusdari graf sikel
Pada pelabelan total titik ajaib graf
hasil kali kartesius dari graf sikel, yaitu
graf dengan bentuk umur@, x C,
untuk m,n = 3 dann ganjil digunakan
konsep pelabelan total titik anti ajaib
{a, 2) untuk melabeli titikv, ; dan sisi
Vi Visg g untuk i=0,1,.,m-1 dan
j=01.,n-1 pada graf sikel
pertama, yaitu grafcC,,, sedangkan
untuk melabeli sisiv, v, ., untuk
i=0,1,...m-1dan;j=0,1.,n-1
pada graf sikel yang kedua yaitu graf

¢, digunakan konsep pelabelan total
titik ajaib pada graf sikel dengan
ganjil, dan jumlah dari label titik, ,
sisi v, ;v,.,;, dan sisiv, v, ., yang
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adjacent dengan itk v, akan

memenuhi konsep pelabelan total titik
ajaib pada graf sikel, dengarganiil.
Teorema 2.5 Untuk setiapm,n =3
dan n ganijil, terdapat pelabelan total
titik ajaib pada graf C,, = C,, dengan
konstanta ajaib

k= ém (1571 +1) +2
Bukti :
Graf Cn x Gy mempunyai titik v, ;, sisi
vy ;v ; dan sisiv, v, 5., , dimana
i=0,1,...m-1dan;j=0,1..,n-1
untukm,n = 3 dann ganijil. Diberikan

label graf sebagai berikut .

Alv;) = 3mj+2 ,
untuki =0
=3mj+2m —2[i — 1]
,untuki =1,..,m - 1
vy viagy) = 3ml - G+ D] +2i +1

]Ll f"i.j—i:] =3 (— + 1:'| - ,

untuk 7 genap

nei

=3m [%’}lj]—:'
untuk j ganijil

Dari bentuk pelabelan yang diperoleh
langkah pertama adalah membuktikan

bahwa pemetaan

AVUE—={123 ..,3mn] merupakan

pemetaan yang bijektif.

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa
setiap tittk pada graf tersebut
mempunyai bobot yang sama.

(i) Untuki = 0, danj genap

=) ) i) ) 420

=3mj+2+Imh-G+0]+2m-1+1+3mph-(+10]+1

+am (2L

+l)+3m ["r—)+ l)
1 - 5 .
=-milon+1) +2

(i) Untuki = 1,..,m - 1 danj genap

k= )L E":'IJ.'J + }.[E"E_U U U.'J + '}.[E":'U.' En:'-i.j] + ).[E":'U.'_i E":'IJ.'J + H]:l J En:'.j—i)

=imj+m-20i- 1+ Imfn- G+ 0] +26- 0+ 143m-(+1)]

.. L (nti—1
+21-|-l-|-3m[ _)

+l)— 1'-|-31rn[:fr—)-|-l) -1
1 . .
=Sm i15n+ 1)+ 2
(iii) Untukz = 0 dany ganijil

k= H]Ll J‘|‘ )‘[En:'-l.j E":'IJ.'J + ).[E”;U.' En:'-i.jJ + )‘;En:'.j-i E":'IJ.'J + ).::E";U.' En:'._"—i)

]
u

=3mj+2+3mh -G+ 1] +2m-1) +1+3mh-(G+1]+1

L =1 mtj
+3?}1[T+1J+3m[ .

+1)

1 : "
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(ivyUntuk i=1,...m-1 dan j

ganjil

=3mj+2m-2i-1+3mh -+ 0] +20 -1+ 1+3mn-(+1)]

+2i +1+3m [j ! + l) —i+3m [1,l jj

2

+l)—1’

L, .
= ;1}1:,_15.11 +1)+2

Teorema 2.6 Untuk setiapm,n =3
dan n ganjil, terdapat pelabelan total
titik ajaib pada grafcC,, = €, dengan
konstanta ajaib
x:#ﬂwn+ﬂ+3
Teorema 2.7 Untuk setiapm,n =3
dan n ganijil, terdapat pelabelan total
titik ajaib pada grafc,, = €, dengan
konstanta ajaib
x:#ﬂwn—ﬂ+z

Teorema 2.8 Untuk setiap

mn=3dan n  ganjil, terdapat
pelabelan total titik ajaib pada graf

C,, x C,, dengan konstanta ajaib
1 .
k= m i15n—1)+3

Bukti untuk Teorema 2.6, Teorema 2.7
dan Teorema 2.8 analog dengan bukti
Teorema 2.5, dan jika diberikan dalam
bentuk tabel, maka pelabelan total titik
ajaib graf hasil kali kartesius dari graf

sikel diperolenh suatu interval label

tltlk /-l.lif":'u.j, SiSi/-l*l::“;'._.l':“;'—i._,l'Ja dan SISI
v, ;v ;-1 )beserta  nilai  konstanta

ajaib yang bersesuaian sebagai berikut.

Ll A(we ) | dmjeldmrddmis2nl L,
W) ST T kgl
A Jrof +13m 4 3, 3mj + 2m - 1 :
MECTED
A I Ehnk L+ Im k2, 3w
':"‘s'_i""s'_i'—::' +3m
2| Nvg ) | Il -1 L
AL I _ k=-mllin +1)43
A Imf 4+ 23mj + 40 £ I !
(USSR
A Imj +2m 4+ L3mj 4 o4 2,0 3mj

T T T .
WP viie) +3m

3| A(vg;) | ImjtmeDImitmtd dn) L (5 -1) 2
L 3m #=gnilin-1)+1
A Imj +m 4 L3mj+m 2 3mf

(vivie)| +3m —1

A Imj + L3mj +2,..3m +m
': Vi iVi+
4 EET oi Lo L1 Qi L L) . 1 ) .
)\\la:_,J mf o L 3mj4m £ 7 3w pm -1 03
+3m—1 2
A Inj fm s L3mf+m 4 3nf

(ViiVisgg) | +3m

A I +13mf + 2 3mj £ om

/1.. 4. .
LS

3. KESIMPULAN

Berdasarkan pembahasan dapat

disimpulkan bahwa graf hasil kali
kartesius dari graf sikel atau graf
O™,

dengan m menyatakan

banyaknya baris, n menyatakan
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banyaknya kolom dam harus ganijil
merupakan graf total titik ajaib.
Pelabelan total titik ajaib
graf hasil kali kartesius dari graf sikel
ganjil pada dasarnya adalah mencari
label titik A{v; ;]), sisi A{r;;v;:44;), Yang
merupakan titik dan sisi pada, dan
sisi A(v;;v;;+1], yang merupakan sisi
pada C,. Pada pelabelan ini, konsep

yang digunakan untuk melabeli graf

sikel pertama, yaitu,, adalah dengan
menggunakan konsep pelabelan total
titik anti ajaib(a, 2) dan untuk melabeli
graf sikel kedua, yaitug, dengan
menggunakan konsep pelabelan total
titik ajaib pada graf sikel dengan
jumlah sikel ganjil, oleh sebab itu nilai

= harus ganjil.
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