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Abstract: Geometric Brownian motion is one of the most 
widely used stock price model. One of the assumptions 
that is filled with stock return volatility is constant. 
Gamma Ornstein-Uhlenbeck process a model to describe 
volatility in finance. Additionally, Gamma Ornstein-
Uhlenbeck process driven by Background Driving Levy 
Process (BDLP) compound Poisson process and the 
marginal law of volatility follows a Gamma distribution. 
Barndorff-Nielsen and Shepard (BNS) Gamma Ornstein-
Uhlenbeck model can to sample the process for the stock 
price with volatility follows Gamma Ornstein-Uhlenbeck 
process. Based on these, the simulation result are 
compared BNS Gamma Ornstein-Uhlenbeck model with 
geometric Brown motion for Standard and Poor (SP) 500 
stock data. Simulation result give BNS Gamma Ornstein-
Uhlenbeck model and Geometric Brownian motion a 
Root Mean Square Error (RMSE) are 0,13 and 0,24 
respectively. These result indicate that the BNS Gamma  
Ornstein-Uhlenbeck model gives a more accurate  than 
Geometric Brownian motion 

 
1. PENDAHULUAN 

Investasi adalah penanaman modal untuk satu atau lebih aset yang dimiliki dalam 
jangka waktu tertentu dengan harapan mendapatkan keuntungan di masa yang akan datang. 
Diharapkan melalui investasi, didapatkan nilai lebih terhadap aset yang dimiliki di 
kemudian hari. Investasi dapat dilakukan salah satunya pada aset keuangan. Investasi pada 
aset keuangan merupakan komitmen mengikatkan aset pada surat-surat berharga yang 
diterbitkan oleh pemiliknya. Surat-surat berharga tersebut meliputi deposito jangka 
panjang, saham, opsi dan lain sebagainya yang diperdagangkan di pasar modal.  

Saham merupakan surat bukti kepemilikan atas aset-aset perusahaan yang 
menerbitkan saham. Saham memberikan bukti kepemilikan atas perusahaan sehingga para 
pemegang saham berhak menentukan arah kebijakan perusahaan melalui rapat umum 
pemegang saham. Sebaliknya, pemegang saham juga turut menanggung risiko sebesar 
proporsional dengan besarnya saham yang dimiliki apabila perusahaan mengalami 
kerugian. Derajat kepemilikan saham salah satunya tercermin dari sedikit banyaknya 
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lembar saham yang dimiliki. Perubahan harga saham dari waktu ke waktu sangat 
berpengaruh bagi para pemegang saham. Realisasinya harga saham berfluktuasi dari waktu 
ke waktu (Devolder et al., 2015; Rosadi, 2016; dan Ross, 2010). Oleh karena itu 
diperlukan model matematis terkait harga saham untuk meramalkan harga saham untuk 
meminimumkan risiko di masa yang akan datang. Karena itu banyak model matematis 
ditawarkan untuk dapat memberikan gambaran kepada investor terkait perilaku harga 
saham yang diperdagangkan di pasar modal. Diharapkan melalui model matematis tersebut 
investor dapat melakukan keputusan terbaik terkait aset yang diinvestasikan di pasar 
modal. 

Bachelier (1900) memodelkan harga saham mengikuti gerak Brown dengan drift. 
Namun model tersebut dianggap kurang realistis karena ia memungkinan harga saham 
bernilai negatif. Berdasarkan hal tersebut, memotivasi model yang lebih tepat dikenalkan, 
yaitu pemodelan dengan berdasarkan pada gerak Brown geometrik, yang merupakan 
eksponensial dari gerak Bown (Samuelson, 1965). Salah satu pemodelan harga saham yang 
banyak digunakan adalah model gerak Brown geometrik (Ornstein & Uhlenbeck, 1930). 
Asumsi yang harus dipenuhi pemodelan tersebut adalah nilai return harus berdistribusi 
normal dengan nilai mean dan volatilitas return saham bernilai konstan. Banyak penelitian 
dilakukan terkait pemodelan harga saham, terkait penelitian tersebut ditunjukan bahwa 
dimungkinkan nilai volatilitas berubah seiring waktu (Graf, 2007). Selama bertahun-tahun 
beberapa model telah dikembangkan dalam upaya memberikan gambaran yang lebih 
realistis tentang perilaku harga saham.  

Model Barndorff-Nielsen Shepard (BNS) merupakan model matematis yang dapat 
digunakan untuk menggambarkan prediksi pergerakan suatu proses stokastik (Barndorff-
Nielsen et al., 2001), salah satunya pergerakan harga saham dengan volatilitas juga 
mengikuti suatu proses stokastik. Pada penelitian ini akan dibahas model matematis harga 
saham yang dikembangkan dari model gerak Brown geometrik dengan menganggap nilai 
volatilitas mengikuti proses stokastik.  

Proses Gamma Ornstein-Uhlenbeck merupakan proses stokastik yang dapat 
menggambarkan return volatilitas pergerakan harga saham (Mariani & Tweneboah, 2013; 
Mariani, et al., 2016). Lebih lanjut, proses tersebut mengikuti Background Driving Levy 
Process (BDLP)  compound Poisson process (Habtimicael & Sengupta, 2014). Lebih 
lanjut distribusi marginal dari proses tersebut mengikuti distribusi Gamma (Habtimicael & 
Sengupta, 2014; Mariani, 2013) . Estimasi parameter pada proses Gamma Ornstein-
Uhlenbeck diacu dari Shouten (2003), Spiliopoulus (2009), dan Valdivieso et al. (2006). 

Model Barndorff-Nielsen Shepard (BNS) Gamma Ornstein-Uhlenbeck merupakan 
model matematis yang dikembangkan untuk menggambarkan prediksi pergerakan harga 
saham dengan dengan volatilitas mengikuti proses Gamma Ornstein-Uhlenbeck. Simulasi 
Model BNS Gamma Ornstein-Uhlenbeck (Borras, 2017; Kuzmia, 2010; Kuzmia, 2011)  
dilakukan terhadap data saham SP 500. Selanjutnya dengan data yang sama dilakukan pula 
simulasi pergerakan harga saham menggunakan model gerak Brown geometrik (Rubinstein 
& Kroese, 1965). Berdasarkan nilai Root Mean Square Error (RMSE) yang diperoleh dari 
beberapa kali simulasi terhadap data saham SP 500 yang dilakukan, menghasilkan nilai 
RMSE model BNS Gamma Ornstein-Uhlenbeck lebih kecil dibandingkan dengan nilai 
RMSE dari model Gerak Brown geometrik, salah satunya yang diperoleh dari suatu 
simulasi yaitu masing-masing bernilai 0,13 dan 0,24. Jadi dapat dikatakan bahwa model 
BNS Gamma Ornstein-Uhlenbeck memberikan hasil yang yang lebih akurat dibandingkan 
dengan model gerak Brown geometrik. 
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2. TINJAUANPUSTAKA 
2.1. Proses Poisson 

Definisi 1 Proses stokastik 𝑋 = {𝑋(𝑡): 𝑡 ≥ 0} disebut counting process jika 𝑋(𝑡) 
menyatakan banyaknya kejadian pada saat 𝑡. 
Definisi 2  Counting process 𝑋 = {𝑋(𝑡): 𝑡 ≥ 0} disebut proses Poisson dengan 
parameter 𝑎  jika memenuhi: 
1. 𝑋0 = 0. 
2. Proses yang mempunyai kenaikan yang saling independen. 
3. Untuk 𝑠 < 𝑡, variabel random 𝑋𝑡 − 𝑋𝑠 berdistribusi Poisson dengan parameter 
𝑎(𝑡 − 𝑠). 

2.2. Compound Poisson Process 

Definisi 3 Misalkan proses stokastik 𝑋 = {𝑋(𝑡): 𝑡 ≥ 0} merupakan proses Poisson 
dengan parameter 𝑎 dan untuk setiap 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 , {𝑌𝑖} menyatakan barisan variabel 
random dengan distribusi 𝐹 yang juga saling independen dengan 𝑋, maka 

𝑍 = �𝑌𝑖

𝑋

𝑖=1

 
 

disebut compound Poisson process. 

Sifat 1  Jika 𝑍 = {𝑍(𝑡): 𝑡 ≥ 0} compound Poisson process maka fungsi karakteristik 
yang berkorespondensi 𝑍  adalah 

𝜙𝑍(𝑢) = 𝑒𝜆 ∫ �𝑒𝑖𝑢𝑥−1�𝐹(𝑑𝑥)ℝ   

2.3. Proses Levy 

Definisi 4 Proses stokastik 𝑋 = {𝑋(𝑡): 𝑡 ≥ 0} disebut proses Levy jika memenuhi: 
1. 𝑋0 = 0. 
2. Proses yang mempunyai kenaikan yang saling independen. 
3. Proses yang mempunyai kenaikan yang stasioner. 
4. Fungsi cadlag. 
5. Proses yang kontinu secara stokastik. 

Lebih lanjut, pada kasus dimana grafik realisasi dari proses Levy tidak turun, proses 
Levy disebut subordinator. 

2.4. Proses Ornstein-Uhlenbeck 

Definisi 5 Proses stokastik yang kontinu dan dan non negatif 𝑋 = {𝑋(𝑡)} disebut 
proses Ornstein-Uhlenbeck jika ia termasuk fungsi cadlag dan memenuhi persamaan 
diferensial stokastik 

𝑑𝑋(𝑡) = −𝜆𝑋(𝑡)𝑑𝑡 + 𝑑𝑍(𝜆𝑡), 𝑋(0) > 0, dan 𝜆 ∈ ℝ+ , (1) 

dengan 𝑍 = {𝑍(𝜆𝑡): 𝑡 ≥ 0} menyatakan proses Levy. Proses 𝑍 = {𝑍(𝜆𝑡): 𝑡 ≥ 0} 
selanjutnya dikenal dengan istilah Background Driving Levy Process (BDLP) atau 
subordinator yang berkorespondensi dengan proses 𝑋(𝑡).  

Lebih lanjut, penyelesaian persamaan (1) adalah: 
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𝑋(𝑡) = 𝑒−𝜆𝑡𝑋(0) + �𝑒−𝜆(𝑡−𝑠)

𝑡

0

𝑑𝑍(𝜆𝑠) 
(2) 

2.5. Self-Decomposability  
Pada bagian ini akan dijelaskan pengertian self-decomposable. Self-decomposable 

mempunyai keterkaitan dengan proses Ornstein-Uhlenbeck (Bar-Lev, Bshouty dan Leetac 
(1900), dan Sato (1999)). 

Definisi 6 Variabel random 𝑋  dikatakan self-decomposable jika terdapat barisan 
variabel random �𝑍𝑗: 𝑗 = 1,2, … ,𝑛� serta barisan {𝑎𝑛} dan {𝑏𝑛} sehingga memenuhi  

𝑋 ≡ 𝑎𝑛(𝑍1 + 𝑍2 + ⋯+ 𝑍𝑛) + 𝑏𝑛 (2) 

Teorema 1 Jika  𝑋  Self-decomposable maka terdapat proses stokastik yang stasioner , 
misalkan {𝑋(𝑡): 𝑡 ≥ 0} dan proses Levy {𝑍(𝑡): 𝑡 ≥ 0} sehingga 𝑋(𝑡) ≡ 𝑋 dan  

𝑋(𝑡) = 𝑒−𝜆𝑡𝑋(0) + �𝑒−𝜆(𝑡−𝑠)

𝑡

0

𝑑𝑍(𝜆𝑠) 
(3) 

dengan 𝜆 > 0. Sebaliknya, jika {𝑋(𝑡): 𝑡 ≥ 0} merupakan proses stokastik yang stasioner 
dan {𝑍(𝑡): 𝑡 ≥ 0} proses Levy dan memenuhi Persamaan (3) maka  𝑋  Self-decomposable. 
2.6. Proses Gamma 

Distribusi Gamma dapat dijustifikasi self-decomposable. Berdasarkan keterkaitan 
self-decomposable dengan proses Ornstein-Uhlenbeck, maka dipilih distribusi Gamma 
sebagai distribusi marginal proses Ornstein-Uhlenbeck. Berikut ini diberikan definisi 
proses Gamma.  

Definisi 7  Proses stokastik 𝑋 = {𝑋(𝑡): 𝑡 ≥ 0} dengan parameter 𝑎 dan 𝑏 disebut 
proses Gamma jika memenuhi: 
1. 𝑋0 = 0. 
2. Proses mempunyai kenaikan yang saling independen. 
3. Proses mempunyai kenaikan yang stasioner. 
4. Untuk 𝑠 < 𝑡, variabel random 𝑋𝑡 − 𝑋𝑠 berdistribusi 𝛤(𝑎(𝑡 − 𝑠), 𝑏). 
 
Sifat 2 Fungsi densitas Levy dari BDLP yang berkorespondensi dengan BDLP 
proses 𝛤(𝑎, 𝑏) Ornstein-Uhlenbeck merupakan compound Poisson process dengan 
parameter 𝑎. 

2.7. Estimasi Parameter Proses Gamma  (𝚪(𝒂,𝒃)) Ornstein-Uhlenbeck 
Proposisi 1  Misalkan  𝑍 = {𝑍(𝑡): 𝑡 ≥ 0} menyatakan proses Levy sehingga 𝛦(𝑍(1)) =
𝜇 < ∞, 𝑉𝑎𝑟(𝑍(1)) = 𝜎2 < ∞, dan ∫ 𝑒𝑣𝑥𝐹𝑧(𝑑𝑥) < ∞|𝑥|>1 , untuk setiap |𝑣| ≤ 𝑀. Jika 𝑀 
konstanta terbesar dan 𝜆 < 𝑀 maka : 

1.  𝛦(𝑋(0)) = 𝜇 . 
2.  𝑉𝑎𝑟(𝑋(0)) = 𝜎2

2
. 

Lebih lanjut, berdasarkan Proposisi 1 dan metode moment dapat dipeoleh nilai 
estimasi untuk parameter 𝑎 dan 𝑏, yaitu: 
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𝑎 = 2𝜇2

𝜎2
 dan 𝑏 = 2𝜇

𝜎2
 (4) 

Selanjutnya akan ditentukan nilai estimasi parameter 𝜆.  Pertama akan diberikan sifat yang 
menyatakan bahwa 𝜌(𝑘) = 𝑒−𝜆|𝑘|, dengan 𝜌(𝑘) menyatakan fungsi autokorelasi pada lag 
𝑘 yang berdasarkan pada data 𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛. Tanpa mengurangi keumuman dipilih 𝑘 = 1, 
sehingga diperoleh bahwa: 

𝜆 = − log 𝜌(1) (5) 

2.8. Model BNS Gamma ( 𝚪(𝒂,𝒃) ) Ornstein-Uhlenbeck 
Pada bagian ini akan dibahas model BNS Γ(𝑎, 𝑏) Ornstein-Uhlenbeck. Model BNS 

Γ(𝑎, 𝑏) Ornstein-Uhlenbeck merupakan model pergerakan harga saham yang 
mengganggap volatilitas mengikuti proses stokastik.  Dalam hal ini prosesnya berdasarkan 
pada proses Levy, dengan BDLP compound Poisson prosess dan distribusi marginal 
Gamma. Berikut ini diberikan model matematis BNS Γ(𝑎, 𝑏) Ornstein-Uhlenbeck. 

𝑑𝑋(𝑡) = 𝑑𝑙𝑜𝑔 𝑆(𝑡) = �𝜇 −
1
2𝜎

2(𝑡)�𝑑𝑡 + 𝜎(𝑡)𝑑𝑊(𝑡) 
(6) 

𝑑𝜎2(𝑡) = −𝜆𝜎2(𝑡)𝑑𝑡 +  𝑑𝑍(𝜆𝑡)  

𝑋(0) > 0, dan 𝑋(0) = log 𝑆(0)  

dengan {𝑆(𝑡): 𝑡 ≥ 0} menyatakan proses harga saham, {𝑍(𝑡): 𝑡 ≥ 0} subordinator, 
{𝜎(𝑡): 𝑡 ≥ 0} proses Γ(𝑎, 𝑏) Ornstein-Uhlenbeck dengan  BDLP compound Poisson 
prosess, {𝑊(𝑡): 𝑡 ≥ 0} proses Wiener, dan 𝜆 > 0 . 

Selanjutnya, dengan melakukan diskritisasi model BNS Γ(𝑎, 𝑏) Ornstein-
Uhlenbeck pada Persamaan (6) untuk 𝑡 = 𝑛Δ𝑡 , maka diperoleh persamaan seperti di 
bawah ini: 

𝑋(𝑛Δ𝑡) = 𝑋�(𝑛 − 1)Δ𝑡� + �𝜇 −
1
2𝜎

2(𝑛Δ𝑡)�Δ𝑡 + 𝜎(𝑛Δ𝑡)√Δ𝑡𝑢𝑛 
(5) 

dengan 𝑢𝑛~𝑁(0,1). 

2.9. Teknik Simulasi Model BNS 𝚪(𝒂,𝒃) Ornstein-Uhlenbeck 

Pada bagian ini akan diberikan tahapan simulasi model BNS Γ(𝑎, 𝑏) Ornstein-
Uhlenbeck.  
1. Bangkitkan proses Poisson {𝑁(𝑡): 𝑡 ≥ 0} dengan parameter 𝑎𝜆. 
2. Bangkitkan bilangan random uniform 𝑢~𝑢𝑛𝑖𝑓(0,1). 
3. Bangkitkan bilangan random eksponensial 𝑥~𝑒𝑥𝑝(𝑏) dengan 𝑥 = − log𝑢

𝑏
. 

4. Bangkitkan nilai-nilai realisasi proses Γ(𝑎, 𝑏) Ornstein-Uhlenbeck dengan formula  
𝑋(𝑖∆𝑡) = 𝑒−𝜆∆𝑡𝑋((𝑖 − 1)∆𝑡) + ∑ 𝑥𝑗

𝑁(𝑖∆𝑡)
𝑗=𝑁((𝑖−1)∆𝑡)+1  . 

5. Simulasikan grafik realisasi model BNS Γ(𝑎, 𝑏) Ornstein-Uhlenbeck menggunakan 
formula  

𝑋(𝑛Δ𝑡) = 𝑋�(𝑛 − 1)Δ𝑡� + �𝜇 −
1
2𝜎

2(𝑛Δ𝑡)�Δ𝑡 + 𝜎(𝑛Δ𝑡)√Δ𝑡𝑢𝑛 
(6) 
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3. METODE PENELITIAN  
3.1. Data penelitian 

Data penelitian yang digunakan pada penelitian ini merupakan data sekunder data 
saham Standard and Poor (SP) 500 yang diperoleh dari www.yahoo.finance.com. Data 
saham yang digunakan merupakan data saham harian periode 18 April 2002 sampai 17 
September 2003. 

Analisis data untuk model BNS Γ(𝑎, 𝑏) Ornstein-Uhlenbeck menggunakan bantuan 
program Python dan progam Excel. Program Python digunakan untuk melakukan simulasi 
plot proses Γ(𝑎, 𝑏) Ornstein-Uhlenbeck. Sedangkan program Excel digunakan untuk 
menghitung nilai RMSE hasil realisasi nilai-nilai harga saham SP 500 hasil simulasi model 
BNS Γ(𝑎, 𝑏) Ornstein-Uhlenbeck model gerak Brown geometrik dan model BNS Γ(𝑎, 𝑏) 
Ornstein-Uhlenbeck. 

 

4. HASIL DAN PEMBAHASAN 
4.1.   Estimasi parameter model BNS 𝚪(𝒂,𝒃)  Ornstein-Uhlenbeck 

Parameter-parameter model BNS Γ(𝑎, 𝑏) Ornstein-Uhlenbeck dihitung 
menggunakan formula yang diberikan pada Persamaan (3) dan Persamaan (4) dengan 
menggunakan program Excel. Berikut ini diberikan ringkasan nilai-nilai parameter dari 
model BNS Γ(𝑎, 𝑏) Ornstein-Uhlenbeck. 

Tabel 1 Estimasi Parameter Model BNS Gamma Ornstein-Uhlenbeck 

Parameter 𝜆 𝑎 𝑏 𝑆(0) 𝜎2(0) 𝜇 
estimasi  0,578 1,4338 11,6641 1124,47 0,0145 -0,00012 

 Berdasarkan Tabel 1, selanjutnya akan dilakukan simulasi untuk model BNS 
Γ(𝑎, 𝑏) Ornstein-Uhlenbeck menggunakan data saham SP 500 dengan teknik simulasi di 
atas. 

4.2. Simulasi model BNS Γ(𝑎, 𝑏)  Ornstein-Uhlenbeck 
Berdasarkan teknik simulasi model BNS Γ(𝑎, 𝑏) Ornstein-Uhlenbeck, dan nilai 

parameter pada Tabel 1, dengan menggunakan bantuan program Python diperoleh salah 
satu hasil simulasi untuk nilai-nilai prediksi harga saham SP 500. Menggunakan data yang 
sama, dilakukan pula simulasi model gerak Brown geometrik menggunakan teknik 
simulasi Monte Carlo yang diacu dari  Rubinstein (1965) yang dibantu dengan 
menggunakan program Excel. 

Berdasarkan Gambar 1 tampak secara grafis bahwa pendekatan harga saham 
menggunakan model BNS Γ(𝑎, 𝑏) Ornstein-Uhlenbeck lebih mendekati harga aktual 
saham SP 500 dibandingkan dengan pendekatan harga saham menggunakan model gerak 
Brown geometrik. Selanjutnya secara analitis akan dilakukan perbandingan terhadap dua 
model tersebut berdasarkan ukuran kebaikan RMSE dari hasil simulasi harga saham yang 
tergambar pada Gambar 1. Berikut ini diberikan ringkasan hasil perhitungan RMSE hasil 
simulasi harga saham SP 500 menggunakan kedua model tersebut yang perhitungannya 
menggunakan program Excel.  
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Gambar 1 Plot Simulasi Model BNS Γ(𝑎,𝑏) Ornstein-Uhlenbeck dan Gerak 

Brown Geometrik  
 

Tabel 2 Perbandingan Nilai RMSE Model  
Model RMSE 

Gerak Brown Geometrik 0,24 
BNS Γ(𝑎,𝑏) Ornstein-Uhlenbeck 0,13 

Berdasarkan Tabel 2 nilai RMSE model BNS Γ(𝑎, 𝑏) Ornstein-Uhlenbeck lebih 
kecil dibandingkan dengan nilai RMSE dari model Gerak Brown Geometrik. Hal ini 
menunjukan model BNS Γ(𝑎, 𝑏) Ornstein-Uhlenbeck lebih akurat dibandingkan dengan 
model gerak Brown geometrik. 

Berdasarkan perbandingan nilai RMSE dari model BNS Γ(𝑎, 𝑏) Ornstein-
Uhlenbeck dengan model gerak Brown geometrik dari hasil simulasi untuk data saham SP 
500 didapatkan bahwa model BNS Γ(𝑎, 𝑏) Ornstein-Uhlenbeck memberikan nilai 
pendekatan lebih baik terhadap prediksi harga saham SP 500 periode 18 April 2002 sampai 
17 Septermber 2003. Jadi dapat dikatakan bahwa model BNS Γ(𝑎, 𝑏) Ornstein-Uhlenbeck 
lebih baik dibandingkan dengan model gerak Brown geometrik. 

 
5. KESIMPULAN 

Berdasarkan hasil simulasi yang dilakukan pada data saham SP 500 didapatkan 
bahwa model BNS Γ(𝑎, 𝑏) Ornstein-Uhlenbeck memberikan presisi yang lebih baik 
dibandingkan dengan model pergerakan harga saham gerak Brown geometrik. Hal tersebut 
dibuktikan dengan nilai RMSE yang lebih kecil yang digunakan sebagai ukuran kebaikan 
model. Dengan demikian disimpulkan bahwa model BNS Γ(𝑎, 𝑏) Ornstein-Uhlenbeck 
lebih baik dibandingkan dengan model gerak Brown geometrik. Penelitian selanjutnya 
diharapkan dilakukan pendekatan model BNS dengan volatilitas  mengikuti proses 
stokastik yang lain. 
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