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ABSTRAK 

 

Quadrotor telah dikembangkan oleh peneliti di dunia ini sebagai aerial object interaction/aerial 

manipulation. Agar quadrotor bisa terbang mengangkat beban, maka dibutuhkan sistem kontrol yang 

dapat mengkompensasi perubahan pusat gravitasi. Pada penelitian ini, model matematika quadrotor 

dengan efek beban/payload akan dikembangkan. Untuk mengkompensasi perubahan lokasi pusat 

gravitasi karena efek beban, Linear Quadratic Regulator (LQR) akan digunakan untuk stabilisasi sudut 

Euler.Model linear state space dihitung menggunakan persmaan gerak onlinear quadrotor tanpa beban, 

kemudian disintesis sistem kontrol   LQR. Kontrol tersebut diterapkan dalam model matematika 

nonlinear dengan beban/payload. Berdasarkan hasil simulasi integral action dari kontrol LQR dapat 

menghilangkan steady state error setelah diberikan step input, dan kondisi sudut awal sebesar 5
0
. 

Variasi beban dari 0 gr sampai dengan 200 gr tidak akan memberikan steady state error. 

 Kata kunci: attitude, beban, LQR, quadrotor, state space 

 

1. PENDAHULUAN 

Pada saat ini penelitian tentang sistem kontrol quadrotor telah berkembang pesat. Di universitas Pennsylvania 

[1], telah megembangkan quadrotor yang dilengkapi gripper untuk mengangkat object yang ringan. Di universitas Utah, 

telah mengembangkan quadrotor untuk aerial manipulation dengan menggunakan kontrol PID[2]. Palunko, [3] telah 

mengembangkan model matematika quadrotor dengan perubahan lokasi pusat gravitasi dan membuat control adaptive 

untuk mengkompensasi posisi pusat gravitasi tersebut. Agar quadrotor bisa terbang mengangkat beban, maka 

dibutuhkan sistem kontrol yang dapat mengkompensasi perubahan pusat gravitasi. Pada pemodelan quadrotor tanpa 

beban dapat dijumpai pada literatur [4], dan [5]. Pada referensi [6], dan [7] telah mengembangkan model matematika 

pada underwater vehicle disertai dengan lokasi pusat gravitasi. Pada penelitian ini, model matematika quadrotor dengan 

efek beban/payload akan dikembangkan. Untuk mengkompensasi perubahan lokasi pusat gravitasi karena beban, Linear 

Quadratic Regulator (LQR) akan digunakan untuk stabilisasi sudut Euler. Integral action pada LQR akan digunakan 

untuk menghilangkan steady state error pada sudut Euler. Kontrol LQR untuk stabilisasi sudut Euler dapat dijumpai 

pada referensi [8], dan [9]. 

 

2. MODEL MATEMATIKA QUADROTOR DENGAN PAYLOAD 

Bagian ini akan membahas pemodelan dinamika quadrotor dilengkapi dengan gripper pada saat membawa 

beban/payload dalam kondisi terbang hover. Dalam pemodelan dinamika nonlinier quadrotor dengan beban, 

menggunakan asumsi / penyederhanaan sebagai berikut: 

 

 
Gambar 1. Sistem koordinat quadrotor saat membawa beban
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-  Struktur Quadrotor rigid dan simetris 

-  Quadrotor dan beban dimodelkan sebagai lump mass yang mempengaruhi posisi pusat massa atau pusat gravitasi 

tidak bertepatan dengan pusat quadrotor pada koordinat badan tetap quadrotor 

-  Struktur empat baling-baling yang kaku 

-  Gaya angkat linier dengan tegangan input, empat brushless DC motor memiliki respon bandwidth tinggi sehingga 

pemodelan dinamis aktuator tidak diperlukan dan dimodelkan sebagai persamaan aljabar 

- Gaya drag yang melawan quadrotor diabaikan karena quadrotor terbang pada kondisi hover 

Gerakan sebuah Quadrotor yang  memiliki 6 derajat kebebasan, dua frame koordinat didefinisikan sebagai yang 

ditunjukkan dalam Gambar 1 dan Gambar 2. Kerangka koordinat bergerak {B} adalah tetap pada badan quadrotor dan 

ini disebut sebagai koordinat badan quadrotor. Asal dari kerangka quadrotor dipilih bertepatan dengan Center of 

Gravity (COG) ketika CoG berada dalam principal plane quadrotor. Tapi, ketika Quadrotor membawa beban, maka 

akan menyebabkan pusat gravitasi atau pusat massa tidak bertepatan dengan simetri dari principal plane quadrotor, 

seperti yang ditunjukkan pada Gambar 2. Gerakan Quadrotor digambarkan relatif terhadap koordinat tetap di bumi 

(inertial fixed frame) {G}. 

Untuk quadrotor, diasumsikan bahwa percepatan suatu titik pada permukaan bumi dapat diabaikan. Sebagai hasil 

dari ini, koordinat tetap di bumi {G} dianggap inersia. Posisi dan orientasi quadrotor relatif terhadap koordinat tetap di 

bumi {G}. Kinematika quadrotor dideskripsikan dalam variabel-variabel ini, persamaan (1) merupakan posisi koordinat 

badan quadrotor {B} diukur dalam koordinat tetap di bumi {G}, persamaan (2) mengungkapkan sudut Euler dari {B} 

terhadap {G}, di mana persamaan (3) dan (4) adalah kecepatan translasi dan kecepatan sudut pada koordinat badan 

quadrotor. 

 

   Tzyx ][1   (1) 

T][2    (2) 

Twvuv ][1    (3) 

Trqpv ][2   (4) 

 

Hubungan antara vektor kecepatan pada koordinat tetap di bumi ( 1  ) dan vector kecepatan pada koordinat 

bodan quadrotor   1v   dapat dihitung menggunakan persamaan (5). 
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Di mana matriks )( 2RG

B  merupakan matriks transformasi dari koordinat badan ke koordinat tetap di bumi 

yang diperoleh dari perkalian matriks tiga rotasi orthogonal dasar. 
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Transformasi dari angular body rates ke dalam kecepatan sudut Euler dapat ditulis dalam persamaan (7), (8), 

dan (9). 
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Akhirnya, hubungan kinematika mentransformasikan dari koordinat badan tetap quadrotor {B} ke dalam 

koordinat tetap di bumi {G} dapat dihitung dengan menggunakan persamaan (10)          
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Gambar 2. Perubahan posisi pusat gravitasi quadrotor karena payload 

 

Posisi CoG yang baru terhadap koordinat badan quadrotor {B}dapat dituliskan sebagai berikut 
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Dengan vector rG merepresentasikan posisi pusat gravitasi yang diukur dari koordinat badan quadrotor vector 

percepatan pada CoG pada koordinat badan quadrotor adalah sebagai berikut ini 
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Matriks representasi persamaan gerak dinamik nonlinear  quadrotor dengan beban/payload dapat dinyatakan 

dalam bentuk yang lebih kompak seperti yang tertulis dalam persamaan (22). 

BBBB UGvvCvM  )()( 2          
(22)

 

Matriks inersia system adalah sebagai berikut  
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Persamaan (24) merupakan matriks coriolis-centripetal  
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Dalam gerak translasi dan rotasi, gaya angkat yang dihasilkan oleh empat baling-baling pada koordinat badan 

quadrotor dan moment yang  disebabkan oleh empat baling-baling pada x, y, z dalam koordinat badan quadrotor 

ditunjukkan dalam persamaan dari (25) ke (29 ). Input vektor dapat ditulis dalam persamaan (25) 
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Gaya dan momen yang dibangkitkan dari emat propeller adalah sebagai berikut 

                                                                           iiii bvaF   (28) 

                                                                                   iiii dvcM                                                     (29) 

 

Dimana F adalah gaya angkat motor dan baling-baling, sedangkan M adalah momena yang disebabkan oleh 

motor dan baling-baling, di mana i = 1 sampai 4 menunjukkan motor depan, kanan, belakang dan kiri. Koefisian a 

adalah koefisien dorong (N / volt), b gaya angkat konstan (N), c adalah koefisien momen (Nm / volt), dan d adalah 

momen konstan (Nm). 
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Karena pusat gravitasi tidak bertepatan dengan koordinat tetap quadrotor,ini  akan menyebabkan momen 

gravitasi ketika quadrotor dalam gerakan roll dan pitch. Transformasi gaya dan momen gravitasi dari koordinat tetap di 

bumi ke dalam koordinat badan quadrotor dapat dihitung  menggunakan persamaan (30) dan (31) 

 

                                                       






































 









coscos

sincos

sin

0

0

),()( 1
2

mg

mg

mg

mg

Rf G
BG

 (30)

 

                                                      






















































































coscos

sincos

sin

coscos

sincos

sin

)(

)(
)(

2

2
2

mg

mg

mg

x

z

y

x

mg

mg

mg

xfr

f
G

G

G

GGG

G
B

 (31)

 

Gaya dan momen gravitasi dapat dituliskan dalam persamaan (32)  
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Representasi vektor persamaan gerak 6 derajat kebebasan dapat dilihat pada persamaan (33) dan (34) 
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3. KONTROL LQR  

 Persmaan matriks state space digunakan untuk mengontrol sudut roll, pitch, dan, yaw. Persamaan state space 

dapat ditulis seperti pada persamaan (35), dan (36).  

                                                                                 BuAxx   (35) 
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Dimana state vector x dan input vector u ditulis dalam persamaan (37), dan (38) 
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Persamaan gerak nonlinear quadrotor tanpa beban/payload yang harus dilinearkan disekitar kondisi setimbang 

hover adalah sebagai berikut: 
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Dari persamaan nonlinear  (39), sebuah set persamaan state linear dengan  n variable state x1,..,xn dan dengan r 

variable input r1,…,rn, dapat dihitung menggunakan matriks Jacobian. Matriks  Jacobian dari sebuah persamaan state  

dapat dihitung menggunakan persamaan (40) dan (41). 
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Persamaan linear state space dari persamaan nonlinear (39) dapat ditulis seperti pada persamaan (42) 
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Untuk meminimalkan eror yang dihasilkan, state error akan ditambahkan untuk eror sudut roll, pitch, dan yaw. 

Persamaan output, refernsi, dan eror dapat ditulis dalam persamaan (43), (44), dan (45) 
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Ty ][

 (43)
 

                                                                            

TRRRR ][ 
 (44)

 

                                                                                 
yRe 

 (45)
 

Persamaan state yang baru dapat diberikan sebagai berikut:  

 

                                                                  
CxRex 1


 (46)

 

Vektor state yang ditambahkan, persamaan state space dan matriks C akan menjadi  
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Kontrol input dapat diformulasikan dalam persamaan (50) 

                                                                 











1
21 ][

x

x
KKxKu

 (50) 

 

Untuk kontrol LQR, Cost functionyang harus diminimumkan diberikan dalam persmaan (51) 
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Q adalah matriks positive semi-definite and Ruu adalah positive definite matrix 
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Matriks pembobotan Q dan hubungannya dengan state yang berkaitan dapat disimpulkan seperti pada Tabel 1 

 

Tabel 1. Relasi state dan gain  matriks Q  

Indeks matriks Q Gain State yang berkaitan 

Q(1,1) 290 Sudut roll 
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Q(2,2) 290 Sudut pitch 

Q(3,3) 290 Sudut yaw 

Q(4,4) 5 Roll rate angle state 

Q(5,5) 5 Pitch rate angle state 

Q(6,6) 5 Yaw rate angle state 

Q(7,7) 1370 Eror integral Sudut roll 

Q(8,8) 1370 Eror integral sudut pitch 

Q(9,9) 1370 Eror integral sudut yaw 

 

Nilai matriks A dan B yang dihasilkan dengan menggunakan Jacobian matriks adalah sebagai berikut 
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 (54)

 

 

Gain-gain kontrol K1 dan K2 akan lebih mudah dihitung dengan bantuan software MATLAB. 
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Tabel 2 berisi tentang nilai eigen, damping, dan frekuensi pada closed loop LQR kontrol. Nilai eigen yang paling 

lambat atau paling dekat dengan Left Half Plane (LHP) adalah  -1,73 yang mempunyai  rasio damping 1 dan frekuensi 

1,73 rad/s. 

 

Tabel 2. Nilai eigen, damping, dan frekuensi dari closed loop LQR 

Eigenvalue           Damping      Frequency   

 -4.16e+00 + 3.46e+00i      7.69E-01 5.42E+00 

 -4.16e+00 - 3.46e+00i     7.69E-01 5.42E+00 

 -4.08e+00 + 3.43e+00i     7.65E-01 5.33E+00 

 -4.08e+00 - 3.43e+00i      7.65E-01 5.33E+00 

 -1.30e+00 + 1.75e+00i    5.96E-01 2.18E+00 

 -1.30e+00 - 1.75e+00i      5.96E-01 2.18E+00 

-1.73E+00 1.00E+00 1.73E+00 

-2.24E+00 1.00E+00 2.24E+00 

-2.24E+00 1.00E+00 2.24E+00 

 

 Selanjutnya gain kontrol  LQR K1 dan K2 diterapkan untuk mengontrol sudut Euler roll, pitch, dan yaw. Pada 

Gambar 3, motor model menggunakan persamaan (25) sampai dengan (29), quadrotor nonlinear model menggunakan 

persamaan dinamika nonlinear (34) pada saat quadrotor mengangkat payload/beban. PID digunakan untuk mengontrol 
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ketinggian quadrotor. Sedangkan Gambar 4 merupakan diagram blok control LQR untuk stabilisasi sudut Euler. 

Integral action  digunakan untuk meminimalkan steady state error pada sudut Euler. Parameter dan nilai dari 

quaadrotor dapat dilihat dalam plampiran. 

 

 
Gambar 3. Diagram blok kontrol LQR  

 

 
Gambar 4. Diagram blok kontrol LQR untuk stabilisasi sudut Euler dalam Simulink 

 

4. HASIL DAN KESIMPULAN 

Pada bagian ini akan dilakukan simulasi untuk mengetahui kinerja gain-gain kontrol LQR. Simulasi yang 

dilakukan dengan memvariasikan massa beban/payload yaitu tanpa beban, beban dengan massa 100 gr, dan beban 

dengan massa 200 gr. Kemudian variasi beban tersebut akan diterapkan untuk mengontrol sudut Euler quadrotor dengan 

kondisi sudut awal dan perintah step input. Simulasi dilakukan dengan lama waktu 10 detik. Gambar 5, Gambar, 6, dan 

Gambar 7 menunjukkan respon sudut roll, pitch, dan yaw dengan kondisi awal 5
0
. Respon sudut Euler terhadap kondisi 

awal menunjukkan bahwa integral action dari kontrol LQR dapat mnghilangkan steady state error. Pada variasi massa 

beban dari 0 gr sampai dengan 200 gr, steady state error tidak akan muncul.  
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Gambar 5. Respon sudut roll terhadap kondisi awal 5

0
 



 

Mochammad Ariyanto dkk., Kontrol sudut attitude menggunakan linear quadratic regulator (lqr) untuk quadrotor dengan payload 

ROTASI – Vol. 15, No. 4, Oktober 2013: 16−27  25 

 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-1

0

1

2

3

4

5

Waktu [s]

S
u

d
u

t 
p

it
c
h

 (

) 

[d
e

ra
ja

t]

 

 

mb=0 kg

mb=0.1 kg

mb=0.2 kg

 
Gambar 6. Respon sudut pitch terhadap kondisi awal 5

0
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Gambar 7. Respon sudut yaw terhadap kondisi awal 5

0 

 

Respon sudut Euler terhadap perintah step input diberikan pada Gambar 8 dan Gambar 9. Perintah step input 

dimulai dari 2 detik. Respon sudut yaw lebih lambat dari pada respon sudut roll. Hal ini ditunjukkan dengan besarnya 

time constant sudut roll yang lebih kecil dari time constant sudut yaw. Respon sudut Euler terhadap step input 

menunjukkan bahwa integral action dari kontrol LQR dapat mnghilangkan steady state error. Pada variasi massa beban 

dari 0 gr sampai dengan 200 gr, steady state error tidak akan muncul pada perintah step input.  
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Gambar 8. Respon sudut roll terhadap perintah step input 
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Gambar 9. Respon sudut yaw terhadap step input 

 

 Berdasarkan hasil simulasi integral action dari kontrol LQR dapat menghilangkan steady state error setelah 

diberikan step input, dan kondisi sudut awal sebesar 5
o
. Variasi beban dari 0 gr sampai dengan 200 gr tidak akan 

memberikan steady state error. 
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1. LAMPIRAN 

Tabel 3. Parameter quadrotor dan nilainya 

 

Parameter Description 

m 1.68 kg  Quadrotor mass 

Ixx 0.0264 kg m
2
  Rolling moment of inertia 

Iyy 0.0264 kg m
2
  Pitching moment of inertia 

Izz 0.0510 kg m
2
  Yawing moment of inertia  

l 0.285 m Horizontal distance: propeller center to CoG of quadrotor  

 1.5623 N Front motor thrust coefficient 

 1.6797 N Right motor thrust coefficient 

 1.6066 N Rear motor thrust coefficient 

 1.5988 N Left motor thrust coefficient 
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 -0.2289 N/v Front motor thrust offset 

 -0.01 N/v Right motor thrust offset 

 -0.1943 N/v Rear motor thrust offset 

 -0.3188 N/v Left motor thrust offset 

 0.0224 N.m Front motor moment coefficient 

 0.0419 N.m Right motor moment coefficient 

 0.0334 N.m Rear motor moment coefficient 

 0.0265 N.m Left motor moment coefficient 

 -0.0086 N.m/v Front motor moment offset 

 -0.0234 N.m/v Right motor moment offset 

 -0.0167 N.m/v Rear motor moment offset 

 -0.0105 N.m/v Left motor moment offset 

 

 

 


