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Abstract. Hirota bilinear operator Q{irota Method) is proposed to directly construct periodic wave solutions *om
Korteweg de Vries (KdV) equation. This solution can be expressed in terms of Jacobi Theta 4 (0a) functions,
with dispersion relation yielded from degradation of biliear equation. Then, sinusoidal wave, Solitary, and
Cnoidal can be reduced from this solution to asses certain of nome (q).

Key words: Hirota Bilinear operator, Korteweg de Vries (KdV) equation, periodic
profil gelombang khusus seperti gelombang
Cnoidal dan Solitarv.

PENDAIIULUAN
Berkenaan dengan fenomena

gelombang periodilq ada beberapa teori dengan
berbagai derajad kekompleksan dan ketelitian
untuk menggambarkan gelombang di alam,
diantaranya adalah teori Airy; Stokes, Gerstner;
Mich, Cnoidal, dan Solitary (Tunggal). Paper
ini menggunakan metode Operator Bilinier
Hirota yang dapat digunakan mengkonstruksi
gelombang periodic. Persamaan yang
digunakan adalah persamaan korteweg de
Vries (KdV),

?1
d,u +d*u +au d,u +;dlu = 0 ( l . l )

2^6
Dimana persamam prmtrkaan gelombang
u(x,t), yang didefinisikan sebagai berikut

(r.2) Dengan mengintegralkan persamaan (2.1)
terhadap x diperoleh

3.. ,  I
Q, *Q,+;(1,)"  + 

-q*+c(r)=g 
(2.2)

+o
dimana c(t) konstanta integrasi.
Perhatikan bahwa persamaan permukaan
gelombang u(x,Q seperti pada persamaan (1.2)
dan q*:u sehingga

3z
e, =uo +2i  , lnfox-

Transformasi Persamaan KdV menjadi
Oper*tor Bilinier
Untuk mencari solusi periodik dari persamaan

Kortewegde-Vries (KdV) digunakan metode
Hirota. Perhatikan persamaan gelombang untuk
gelombang air tanpa dimensi yang dimodelkan
dengan persamaan (1. 1 ).
Dengan melakukan transformasi variable q*:u
dan mensubstitusikan ke persamaan (3.1) maka
diperoleh

3l
Q',  *4o +;Q,Qo *;4* =0

zo

*lr, + q, +1@"1' * |e*'] = o
(2.r)

i l  = i lo*zf tn. f  @,t)
Pada paper ini digunakan fungsi Jacobi theta 0+
sebagai pendekatan solusinya. Pada bagian
yang lairq dengan operator bilinier Hirota atau
juga dikenal dengan metode Hirota dapat
diperoleh relasi disperse gelombangnya dan
dengan melakukan pendekatan parameter
diperoleh
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makq q=uox+Zlnf  +cr( t )
ac
f

=ttox+2j+cr( t )
J

Sehingga diperoleh

9t =2+-2++c,'(t)
" f . f "

_ f  ^( f_\29* = i lo *2+ -2:!:-"J. f '

(q*) '  = uo'*+V{*oU})^ ++uo$
J- . f "  "  J

_ 4u^(f ') '  _|f*(I) '' - -u 
f '  

-  
J:3

eo =zI*--6L#.oV*
J-f ' f '

9,*. =zfT -rf,[.r -aU:)
f - f ' f '

+24-f*(I) '  _Q(f ').^
- f ' f "

Substitusikan perhitungan di atas ke
persamaan(3.3), diperoleh persamaan dalam
bentuk f :

i{ou"
*lbn* -s.f,.f* + 6(f)2f+ cG)f'

*[nr'-rt-?'.9]]=o

-, r. r,l *(1u, * t)[t n - - 2(f .)' f
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dimana C(t1 = cr' (t) + u, + uo2 .

Secara umum, operator bilinier Hirota (D-
operdor) mtuk multivariable didefinisiksr
sebagai berikut

f .^ t

LD:'Df ' -.-Nf .s) =

(a a) ' ' fa a\"- .  . l
I  ̂  - :  I  |  _ -; I  f(x,t, . . .)xg(x',1', . . .)
\or  ac) \or  ot)  |t  r ,=t- l '=t .

Dimana m,; i=l,2,3,...integer positif danx,

t,...dan x',t',... variable bebas.

Sehingga untuk dua variabel, operator bilinier
Df D:(ab) dapat didefinisikan sebrieai

Di Di (a(x,t).b(x', t' )) =

/  ^  a\m/ ^ 
.^ 

\ "  IIo ol Io o
|  ; - ;  I  |  ; -  -  |  a(x, t ) .b(x ' , t ' ) l
\dr ot') \ox ox ) lr,:r
txrtttkm, n:integer positif. Misal, untukm : n
: l maka

D, D * (a(x, t) b(x', /')) =

( + -*Y+ - $lo1',, )b(x',t' )
\dr At')\Ax 0x',)

=(*-*Yn-ob.')

= o",b - orb", - arbr, + abr,r;

Jika x = x', t = I' maka perhitungan tersebut
menjadi

b, D,1a.b1= a,,b + ob,, - o,b, - o,b,

dan jika a(x,t) = b(x,t) untuk setiap x, r
nraka

D, D,(a.o) = 2e",a - a"a,(2.3)
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Dengan cara yang sama, persamaan (2.3) akan dengar\ lql < 1
menjadi 

r : parameter konstan kompleks yang

(uo, o. + (6uo + 4\D,' .1 r: * c)v.fi
memenuhi lmr>0

p : berkenaan dengan bilangan
gelombang

rrr : berkenaan frekuensilkecepatan

(2'4) Berkenaan dengan persamaan bilinier, terdapat
sifat operator D

*f(nr'u.nY =o

Dengan adanya notasi
:  ^ ,

F(D,,D,,C)=4D,D, +\&to +4)D.' +a D," +C
J

Sehingga persamaan (2.4) dapar ditulis

F(D,,D,,CJU.1J + *b.' <F.fiy = 0 F(D'D,)expQn + att)exp(6' x + alt)
J" '  

=F(p-t t ' ,o)-al)exp{(p+p')x+(a+a' \ }

Dapat juga diartikan

4b,'U.flY =0<) D,'(-f.f)=g Karena paper ini menggunakan pendekatan
f'' " fungsi Jacobi theta e4 maka dengan

Di expQn).exp(p'.r) = (p - p')" expt@ + p)x|

mengaplikasikan sifat operator D dan
mensubstitusikan persamaan (3.1) ke
persamaan (2.5b) akan diperoleh

F(D,,D,,Cl It-rl' "*pp.rrro 
+ an'c\

Selanjutnya untuk mencari relasi
dispersi gelombang cnoidal dari persamaan @
Kortewegde-Vries (Kdv) dengan pendemffi It-tl'' "*pp.ir'ro 

+ nin'2 
")= 

O
solusi fungsi Jacobi theta 0+ yang dinyatakan n'='i

oleh

(2.sa)
F(D",D,,C)(f .f) =0
(2.sb)

Relasi Dispersi dari Gelombang Periodik

f (r,t)= oo(r,q)= 
,i=j-tf 

n 
n2 

"ziw"

dimana variable fase z: lo< + cot dan parameter
q dikatakan nome dali fungsi 0a. q = ein"
sehingga

f(*,t)= lo(",q)= i(-t)' "*pp.inro 
+ an'tl

(3.1)
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I (-t)*" a (D,, D,,c) expprn, r + an' c)

"*pp.in' 
,o + nin'2 ,l= o

Misalkanm'=m-n, maka

i t-tl' F (D *, D,,c) expp.inzn + an' c\
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"*ppi1* 
- n)zr + ni(m - fi'tl= g

E etl' I r {Zi(n - (m - n))kn,

2i(n-(m-n))am,C|

I^^)
exppimzn + ni(n' +(m- n)")tl= Q

Z-t-,(m)exp(2imzr)=0

Dimana

3
tr 1m1 = | r {Z.t1Zn - m)kn ,2i(2n - m)con ,Cl

(  .  .1.  )

exp\ni(n" +(m-n)')r]

z=u '+l .9= | r pipm' -(m - 2))kr,2i(2m'-(m - z))otz,cl

exp{EiQiif +l}2 + (n - (m' +l}}'? }e}
-- F@ -2)exp(2ni(m -r)t)

(3.2)
Dengan mensubstitusikan nilai m dengan suatu
bilangan pada persamaan (3.2) diperoleh

F1*1= FG*)

dan

,untukmgenap

,untukmganjil

(3.3)

1

t

I
2

,n

,,7

F1m7=

" \*" ,  
)

a*'-tV)

Dari persamaan (3.3), tampak bahwa jika

F(o) = 0 dan F(t) = o mengakibatkan

F (m\ =0 untuk semua m = 1,2,3,.... Sehingga
dapat dicari konstanta integrasi C dan relasi

dispersi <,l yang memenuhi F(O) = g du"

F0)= 0, unrtuk mendapatkan solusi periodik
dari persamaan KdV. Akan diperoleh
hubungan

Untuk fl: 0,

a( r  \

I I - 4nz 14n12 ka + ano (4n)a ka + c I
,-*\ 3 )

"*p{n1zn')rl=o(3.4)
Untukf,: 1,

9 ( - oo', on - 2\2 kat +? on &n - 2ln *n + c)
"=\ .3)

"*p{oi1n' 
+(r*d\r}=o

(3.5)

Misalkan dinotasikan

@r .  ^)
4G): )exp{2 nin'r}

,:

A,(t) = f(or)' "*pp.rir'r|

A,(r) = t(on) "*pp.ar,rl
Dan

)
Bo(t) = lexplniln' + (l - 

"h" I
"=-*

Br(t) = Lto"-2)' exp{zi@2 +(l- r)')"1

€
Br(r) = 

Zro" 
- 2)o exp{ni@z + (r - r)' )t\

r'1
l;ax'.n[
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Dengan mensubstitusikan notasi tersebut ke
dalam persamaan (3.3) dan (3.4), akan
diperoleh

.,
- +n2 .l,r1cSko + a na Ar(r)ko + CAo(r) = g

1

(3.5a)
a

- 4nz Brqc\ko + a n4 Bz@)ka + CBo(e) = 0
J

(3.5b)
Dari persamaan (3.5a) diperoleh hubungan

n _ 4nz A.,1r1kat 2 14.1"1r1k4

4G) 3 4G)
(3.6)

Substitusikan persamiurn (3.5b) ke persamaan
(3.6), sehingga

/ . -  \
+n'l norr)4*- B,@)lko

\ .  " '  '  Ar(r)  )
.> (  . \

*1"^l B,G)- n,G)\9lro = o
3 \ .  " - 'AoG)

(3.7)

Dengan mengalikan A{r)/ik pada persamaan
(3.16), akan diperoleh
+(a, 14 a o 1c) - Au (c) B, (4b

,,
+ i n' (.ar1r) Br(c) - Ar(r) Bo(r))ft 3 = o

J

Sehingga akan diperoleh

I  " . .a = -rr 'K '
6

(,a, 14 a o (r) - Ao (c) B, G))
(.a, 1t's a o 1r) - Ao (r) B, (/)

(3.8)
Persamaan di atas dikenal sebagai relasi
dispersi untuk gelombang periodik.

Konstruksi Gelombang Periodik dengan
pendekatan Jacobi Theta 0r

Dengan menggunakan pendekatan
solusi fungsi Jacobi theta 0+ dan permukaan
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a2
gelombang u(x, t ) ,  u=uo+Zi ^n7,ox-
selanjutnya kita akan mengkonstruksi
gelombang periodik

Untuk memudahkan perhitungan, fungsi /
pada (3.1) dapat dittrlis sebagai berikut

.f = | - q(""" + et'"")+ qo Qoo" * 
"u'")-...

Dengan hanya mengambil dua suku terdepan

f  =l- qV'"" * 
"u'" )Diperoleh solusi seprti pada gambar dibawah

ini.

a) k:0.1 dant:i

b) k:0.15 dant:i

c) 1e0.1 dan t:3i

Gambar .1a. bentuk gelombang satu periodik dari
persamaan KdV sepanjang sb-x, untuk r imajiner

mumi
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Gambar .1b. bentuk gelombang satu periodik dari
persam&m KdV sepanjang sb-t, untuk t imajiner

murni

b) le0.ldan r:5+3I

c) k:0.05 dan 1:J*3I
d)

Gambar.2. profil gelombang periodik dari
pers:rmaan KdV sepanjang sb-x, untuk t kompleks

Selanjutnya jika pendekatan f diambil
untuk n positif dan dua suku terdepannya maka
akan dihasilkan profil gelombang cnoidal dan
untuk nilai k + 0 dengan k bilangan riil,
bentuk gelombang mendekati gelombang
solitary. Seperti terlihat pada gambar 4.3.

a) 1c0.1 danr=7+0.71

b) k:0.02 danr=7+{.7I

Gambar 3, profil gelombang snoidal dari persanlaan
KdV sepanjang sb-x

a
selanjutnyadengan a ->an2k3, saat q-+0

J

akan diperoleh profil gelombang seperti
gambar 4.4.

gambar 4 gelombang yang terjadi saat q -t 0, k:0.1
dan t=I

SIMPULA}[
Penggambaran solusi gelombang

periodik dari KdV dapat dengan menggunakan
pendekatan fi.rngsi Jacobi theta (00). Dengan

116

a) k=0.1 dan ri

b) 1F0.15 dan t:i

c) k:0.1 dant:3i

a) k:0.1 dan t:5*I
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menggunakan operator bilinier Hirota (metode
Hirota), relasi dispersi gelombang dari solusi
persamaal Korteweg de Vries (KdV) dapat
diperoleh dengan mentransformasi persamaan
KdV menjadi bentuk bilinier teerlebih dahulu.
Variasi nilai k maupun r, dapat mempengaruhi
bentuk gelombang periodik yang diperoleh
sedangkan variable waktu (t) tidak
mempengaruhi besarnya kecepatan (ro), hal ini
dapat dilihat dari persamaan relasi dispersinya.

Berdasarkan hasil analisa pada
persamaan KdV, dapat diketahui adanya
fenomena alam tentang gelombang Cnoidal
dan Soliton yang dapat dikaji lebih lanjut untuk
konstanta uo tidak sama dengan 0. Solusi

gelombang periodik yang diperoleh juga dapat
dikembangkan lagr untuk gelombang dua
periodik
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