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Abstract. Hirota bilinear operator (Hirota Method) is proposed to directly construct periodic wave solutions from
Korteweg de Vries (KdV) equation. This solution can be expressed in terms of Jacobi Theta 4 (8,) functions,
with dispersion relation yielded from degradation of biliear equation. Then, sinusoidal wave, Solitary, and
Cnoidal can be reduced from this solution to asses certain of nome (q).
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PENDAHULUAN

Berkenaan dengan fenomena
gelombang periodik, ada beberapa teori dengan
berbagai derajad kekompleksan dan ketelitian
untuk menggambarkan gelombang di alam,
diantaranya adalah teori Airy, Stokes, Gerstner,
Mich, Cnoidal, dan Solitary (Tunggal). Paper
ini menggunakan metode Operator Bilinier
Hirota yang dapat digunakan mengkonstruksi
gelombang  periodic.  Persamaan  yang
digunakan adalah persamaan Kkorteweg de
Vries (KdV),

Btu+6xu+%u o.u +%aiu =0 (1.1)

Dimana persamaan permukaan gelombang
u(x,t), yang didefinisikan sebagai berikut
2

u=u, +2-§x—21nf(x,t) 1.2)

Pada paper ini digunakan fungsi Jacobi theta 0,
sebagai pendekatan solusinya. Pada bagian
yang lain, dengan operator bilinier Hirota atau
juga dikenal dengan metode Hirota dapat
diperoleh relasi disperse gelombangnya dan
dengan melakukan pendekatan parameter
diperoleh
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profil gelombang khusus seperti gelombang
Cnoidal dan Solitary.

Transformasi Persamaan KdV menjadi
Operator Bilinier

Untuk mencari solusi periodik dari persamaan
Korteweg-de-Vries (KdV) digunakan metode
Hirota. Perhatikan persamaan gelombang untuk
gelombang air tanpa dimensi yang dimodelkan
dengan persamaan (1.1).
Dengan melakukan transformasi variable q,=u
dan mensubstitusikan ke persamaan (3.1) maka
diperoleh

+ +-3— o 1 =0
qx! qxx 2 qqux 6 qu

0 3. 0, 1
—lq,+q, += s =0
= [q, q. 4(qx) 6qm]

2.1
Dengan mengintegralkan persamaan (2.1)
terhadap x diperoleh

3 1
q,+q, +Z(qX)2 +—6—qm +c()=0 (22)

dimana c(t) konstanta integrasi.
Perhatikan bahwa persamaan permukaan
gelombang u(x,t) seperti pada persamaan (1.2)
dan g,=u sehingga

62
q, =Uy, +2 ax—z In f
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maka, g = u0x+2§;]nf+cl(t) dimana C(t) = c]'(t) Fuy +u,’.

2

Secara umum, operator bilinier Hirota (D-
=+ 2746, ) P (

operator) untuk multivariable didefinisikan
sebagai berikut

Sehingga diperoleh
qQ =2 j;’;‘ =2 J;f" +¢'(0) [prpr. .9 =
2
qx :u0+2_.]l_:\:x__2(fx2) a a ml a a m2 ;s
f f (a*aj (5*5) f(x,t,...)xg(x ' ,...)
2 4 x'=x,t'=t,...
@) —u+ale) g0 Ly e
f f f
Dimana m,, i=1,2,3,...integer positif dan x,
2 2
4y 9] _8 L Us) t,...dan x',¢',... variable bebas.
0 f2 f3
2 £.f .y’ Sehingga untuk dua variabel, operator bilinier
G =2 T —6 I +4 jfa D" D" (ab) dapat didefinisikan sebagai
2 D" D] (a(x,t).b(x',t")) =
foof f o_oY(o_ao "y
Ly ey a7 &)
+ A = 1=
f untuk m, n = integer positif. Misal, untuk m = n
= ] maka
Substitusikan perhitungan  di  atas ke D, D, (a(x,0).b(x',1'")) =
persamaan(3.3), diperoleh persamaan dalam
bentuk f':

0 o0Y)o o
(‘a—t-gj(‘a—x——a—)a(x t).b(x t)

_(ﬁ_—t)( b-ab,)

ot

;};{[zﬁ:, ~27,7 1+ 3 +1 o -201.7]

1
1 -6-[2ﬁ’m —8f. fu +6(f) |+ COF?
=a,b-ab,.—ab, +ab,,

Jika x =x', t =t maka perhitungan tersebut

2 4 menjadi
+ {(fxx)2 -2 fxx(ffx) + ({;2) }} =0 D,D_(ab)=a,b+ab,—ab, —a.b,
dan jika a(x,?)=b(x,t) untuk setiap x, ¢
maka
2.3) D,D, (aa)=2a,a-a.aq,
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Dengan cara yang sama, persamaan (2.3) akan
menjadi

(4D,Dx +(6u, +4)D. +§Dx4 +CJ(f )
1 2 2
+— D 8 = O
fz( (1)
(2.4)

Dengan adanya notasi
F(D,,D,,C)=4D,D, +(6u, +4)D,’ +§Dx4 +C

Sehingga persamaan (2.4) dapat ditulis
1 2
FDD,O0 N+ (D2 (7.1)f =0

Dapat juga diartikan

—flz—(sz(f-f))z =0 D (f.f)=0
(2.5a)
F(D,,D,,C)f.f)=0
(2.5b)

Relasi Dispersi dari Gelombang Periodik

Selanjutnya untuk mencari relasi
dispersi gelombang cnoidal dari persamaan
Korteweg-de-Vries (KdV) dengan pendekatan

solusi fungsi Jacobi theta 6, yang dinyatakan
oleh

f(xat) =0, (Z, q) = i(—l)"q"zez’"”

n=—0
dimana variable fase z = kx + ot dan parameter

q dikatakan nome dari fungsi 6, q=¢&™
sehingga

fx,1)=6,(z,9)= i (-Dn" exp{2inz7r + mnzr}

(3.1)
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dengan, q| <1

T : parameter konstan kompleks yang
memenuhi Im t> 0
p : berkenaan dengan bilangan
gelombang
® : berkenaan frekuensi/kecepatan

Berkenaan dengan persamaan bilinier, terdapat
sifat operator D

D exp(ux).exp(u'x) = (1 — p1')" expi(u + u')x}
Atau
F(D,D,)exp(ux + wt)exp(u'x + @'t)

=F(u—uy,o- a)’)exp{(,u +;t')x + (a)+ a)')t}

Karena paper ini menggunakan pendekatan

fungsi Jacobi theta 0, maka dengan
mengaplikasikan  sifat operator D dan
mensubstitusikan ~ persamaan  (3.1) ke

persamaan (2.5b) -akan diperoleh

F(D,.D,.C) Y. (-1)" exp{Rinzz + zin’c)}

n=—w

Z.O: -n” eXp{2in'z7z' + mn'" T} =)

n'=—o

i (-H™" F(D,,D,,C) exp{2inz7r + m’nzt}

n,n'=—c0

exp{2in'zn' + 7tin'? r} =0

Misalkan m’ = m — n, maka

Z‘o: -)"F(D,,D,,C) exp{2inz:t + m’nzr}

n,m=—w
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exp{i(m —n)zz + mi(m —n)’z}=0

D (=D Y. F{2i(n—(m - n))kx,

o o 2i(n—(m—n))or,C}

expQimzz + mi(n* +(m—n)*)z}=0

i D" F (m)expRimzz) =0

m=—wn

Dimana

F(m) = i F{2i(2n—m)kx 2i(2n— m)or,C}
exp{ﬂi(n2 +(m— n)z)r}

"L S FRi@m—(m - 2))kn 2iQ2m~(m - 2))or,C}

explai((m'+1)? + (m - (m'+1))*)z}
= F(m—2)exp(ri(m—1)7)

(3.2)
Dengan mensubstitusikan nilai m dengan suatu
bilangan pada persamaan (3.2) diperoleh

F(m) = F(-m)

F(0) ex;{iﬂ —;— mzr)

FQ) exp(iﬂ % m* - 1)1] , untuk m ganjil

dan

, untuk m genap

F(m)=

(3.3)

Dari persamaan (3.3), tampak bahwa jika
F (0)=0dan F (1) = 0 mengakibatkan

F (m)= 0 untuk semua m =1,2,3,.... Sehingga
dapat dicari konstanta integrasi C dan relasi
dispersi ® yang memenuhi F (0) =(0dan
F (1)=0, untuk mendapatkan solusi periodik

dari persamaan KdV. Akan diperoleh
hubungan

Untukm =0,

> (— 47r2(4n)2ka)+§7r4(4n)4k4 +c)
exp{m'(2n2)r}= 0
(34)
Untukm =1,

i (— 4’ (4n-2y’ ka)+§;fr‘t (4n-2)*k* +C)
explmi(n® +(1-n)*)r}=0
3.5)

Misalkan dinotasikan

Ay(r) = iexp{2m'n2r}

n==00

A7) = Z.O:(4n)2 exp{Zn'inzr}

n=—ow

4,(r)= i (411)4 exp{Zm'nzr}

Dan n=—w

B,(7)= f:exp{m(nz +(1-n))r}

B/(7)= i(4n —2) explmi(n® +(1-n)>)z}
B,(r)= i (4n-2)* exp{m'(n2 +(1- n)z)r}
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Dengan mensubstitusikan notasi tersebut ke
dalam persamaan (3.3) dan (3.4), akan
diperoleh

—4n’ 4, (0)kw + %7[4A2 (Dk* +C4,(r)=0

(3.532)
—4n’B,(0)kw + %7[4B2 (0)k* +CB,(r)=0
(3.5b)
Dari persamaan (3.5a) diperoleh hubungan
2 4 4
& Ar"A (ko 2 7" 4,(7)k 3.6)
4,(7) 3 40

Substitusikan persamaan (3.5b) ke persamaan
(3.6), sehingga

4,[2( B, (1))

4,(0) -8, (r))kw

+ %z“(Bz (1)~ By (7) ’Z((’T)Jk“ =0
3.7)

Dengan mengalikan A4y(t)/7’k pada persamaan
(3.16), akan diperoleh

4(4,(r)B,(2) ~ 4,(2)B,(2))m

2
3 gnz (4,(0)B,(2) = 4,(2)B,(t)k*> = 0
Sehingga akan diperoleh

125 (4, (0)By (1) - 4)(2)B, (7))
6" " (4()B)(1)~ 4,(1)B,(r))

(3.8)
Persamaan di atas dikenal sebagai relasi
dispersi untuk gelombang periodik.

o =

Konstruksi Gelombang Periodik dengan
pendekatan Jacobi Theta 0,

Dengan menggunakan pendekatan
solusi fungsi Jacobi theta 0, dan permukaan
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2
gelombang  u(x,t), u=u,+ 26—21n Is
X

selanjutnya  kita akan  mengkonstruksi
gelombang periodik

Untuk memudahkan perhitungan, fungsi f
pada (3.1) dapat ditulis sebagai berikut

f - l_q(eZizn +e—2iz7r)+q4(e4izn' +e—4iz7t )__".

Dengan hanya mengambil dua suku terdepan

f == q(e2im' +e—21’zn)
Diperoleh solusi seperti pada gambar dibawah
ini.

¢) k=0.1 dan t=3i

Gambar .1a. bentuk gelombang satu periodik dari
persamaan KdV  sepanjang sb-x, untuk T imajiner
murni
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s

Selanjutnya jika pendekatan f diambil

untuk n positif dan dua suku terdepannya maka

7N gk 7N /
\\ [\ W} ! / /
/ X / \\ / Y /
/ \ foo \ /
\ . ;~\a / \ ,C \ /
\ j \ T f \
oo Y N N
N ' N = %
Yoo o L L
o \ e o/

a) k=0.1 dan =i

akan dihasilkan profil gelombang cnoidal dan

untuk nilai k - 0 dengan k bilangan riil,
bentuk gelombang mendekati

gelombang
solitary. Seperti terlihat pada gambar 4.3.
VA A A AR AN A AR ~ — ~ s
\ / ,‘k / ,‘l f \ ff \ _,,‘/ \\ | / | fl \ ! ﬁi\ i{ \ ; 0.013 \ / \ // \v\ //
\ / L ; L %UT AN \ ANANAN ooz \\ / \ / \ /
=T = YR T S T = / \ /
\ /T' L\ ;f )l‘ T’{ | f\ L \ ] ;’ | ‘ \l f \ { 7& I o1 \\ / \ / \ /
| / | / i | j \ | S () \ \ { Ey f ,( | | 0.01 8 / \\ / \ 7
VAR VAR VAR VAV V6 VA VO AV AR VA S I \__/ S A
b) k=0.15 dan t=i M
. ) " a) k=0.1 dan 7=7+0.71
AN A" -
ke TR o R s s
\, a / mx,‘ \ \ e 0.00048 g 4 ‘\“
v 1 an B \ 7 0 0o0is d N
Y // \ 7 Yoot ooms / N
> / - 0.00038 o
C) k=0.1 dan t=3i 0.00038 T & L 60 E L
b) k=0.02 dan 7=7+0.71
Gambar .1b. bentuk gelombang satu periodik dari
persamaan KdV sepanjang sb-t, untuk t imajiner

: Gambar 3. profil gelombang cnoidal dari persamaan
murni KdV sepanjang sb-x
s 2 N 2 =
\ pos \ I . 2
/ \ / \’1 / i'ﬁ / \ f{ X,\ f’ “:a selanjutnya dengan @ — =7°k>, saat ¢ — 0
O T e v I O
= *.,"’“ / \' R fz' 2 \\ =] ’s,‘ - akan diperoleh profil gelombang seperti
/f \\\ / \"\ /’r “lx //I “\Uj S\l‘ //I \& gambar 44,
a) k=0.1 dan t=5+1 A
% ‘&
I At (o= Ve ™\ [
e,/' \ { \ I;’ LU \\ /r \ Iff \'x 1)
[ \ [ /S U A U A s |
N B f - o X-\ S S / |
2N VARV Ain./ A VAR VAR
b) k=0.1dan t=5+3I 0T LT
% 7, s gambar 4 gelombang yang terjadi saat q — 0, k=0.1
\ / s / s dan t=I
»\ / \\s-_ﬁsr /‘ \ /
= = = \ = = 7 -
\\\ // tj / / \\ ) /
P -/ )
¢) k=0.05 dan 1=5+31 SIMPU%AN
d) enggambaran
Gambar .2. profil gelombang periodik dari

persamaan KdV sepanjang sb-x, untuk T kompleks

solusi  gelombang
periodik dari KdV dapat dengan menggunakan

pendekatan fungsi Jacobi theta (6,). Dengan
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menggunakan operator bilinier Hirota (metode
Hirota), relasi dispersi gelombang dari solusi
persamaan Korteweg de Vries (KdV) dapat
diperoleh dengan mentransformasi persamaan
KdV menjadi bentuk bilinier teerlebih dahulu.
Variasi nilai k maupun t dapat mempengaruhi
bentuk gelombang periodik yang diperoleh
sedangkan  variable waktu (t) tidak
mempengaruhi besarnya kecepatan (®), hal ini
dapat dilihat dari persamaan relasi dispersinya.

Berdasarkan hasil analisa pada
persamaan KdV, dapat diketahui adanya
fenomena alam tentang gelombang Cnoidal
dan Soliton yang dapat dikaji lebih lanjut untuk

konstanta #, tidak sama dengan 0. Solusi
gelombang periodik yang diperoleh juga dapat
dikembangkan lagi untuk gelombang dua
periodik
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