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PENDAHULUAN

Kode Golay biner (24, 12, 8)
dinotasikan C,4, adalah salah satu kode blok
linier yang bermanfaat untuk mengoreksi
kesalahan (error) dalam komunikasi digital.
Kode Golay ini dibentuk dari kode Golay
biner (23, 12, 7) dengan menambah sebuah
bit pemeriksa. Kode Golay (24, 12, 8) dapat
mengoreksi 3 error dan mendeteksi 4 error.

Ada beberapa metode yang dapat
digunakan untuk membangun C,,. C,4 dapat
dibangun oleh Lexicographic code dengan
panjang 24, Quadratic residu code dan
Miracle Octad Generator [6]. Selain itu Cy,
juga dapat dibangun dengan komponen kode
dengan panjang dan dimensi yang lebih kecil.
Dalam tulisan ini, Cy4 dibangun berdasarkan
direct sum dari dua product kode dengan
melibatkan 4 komponen kode yaitu : sebuah
(3, 2, 2) Single Parity Check Code, sebuah
kode pengulangan (3, 1, 3), dan dua buah
kode blok linier (8, 4, 4). Kontruksi dalam
metode ini menerapkan kerangka |a + x|b +
x|la + b + x| dengan menggunakan dua kode
blok linier (8, 4, 4). Satu dari dua kode linier
(8, 4, 4) yang digunakan disini didapat dari
permutasi baris dari kode (8, 4, 4) yang asli.
Permutasi baris tersebut akan menghasilkan 6
kode linier (8, 4, 4) yang baru dan ekuivalen
(mempunyai distribusi bobot yang sama)
tetapi mewakili subruang kode yang berbeda
dengan kode (8, 4, 4) yang asli. Dengan
memberi kode (8, 4, 4), bersamaan dengan
satu dari 6 kode (8, 4, 4) yang dihasilkan,
dalam semua kasus menghantar untuk
membangun kode Golay (24, 12, 8). Perlu
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dicatat kedua kode (8, 4, 4) yang digunakan
disini keduanya adalah kode yang sistematis.

METODE PEMBANGUN

Dalam metode ini, akan dibagi 2 sub-
bab yaitu; kerangka matriks generator dan
kriteria permutasi untuk mendapatkan kode
yang digunakan untuk menyusun kerangka
matriks generator tersebut.

A. Kerangka Matriks Generator

Dua product kode yang digunakan
disini adalah dua product kode yang berbeda.
Sebuah product kode C dibentuk sebagai
hasil kali langsung (direct product) dari 2
komponen kode, misalnya kode Ci(n, ki, dy)
dengan matriks generator G; dan kode Cy(n,,
ks, d;) generator G,. Matriks generator G dari
kode C, dihasilkan oleh Product Kronecker
(dinotasikan oleh ® ) matriks generator G;
dengan G,, yaitu :

G=G,®G;=(g/)G)
atau

G=G,®G =(g87 Gy (1)
dimana G, = (g,‘g), G,= (g,‘zj)) ;
Direct product diatas menghasilkan product
kode C(nn,, kiky, did;) dengan matriks
generator G yang berukuran (k,k,)x(nn,).

Kode C yang pertama adalah product
kode C(24, 8, 8) yang dibentuk oleh C =
C;1XC,, dimana C, adalah kode blok linier (8,
4, 4) dan C, adalah (3, 2, 2) Single Parity
Check Code. Matriks generator dari C,
adalah:
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dengan panjang dan dimensi yang lebih kecil.
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metode ini menerapkan kerangka |a + x|b +
x|a + b + x| dengan menggunakan dua kode
blok linier (8, 4, 4). Satu dari dua kode linier
(8, 4, 4) yang digunakan disini didapat dari
permutasi baris dari kode (8, 4, 4) yang asli.
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kode linier (8, 4, 4) yang baru dan ekuivalen
(mempunyai distribusi bobot yang sama)
tetapi mewakili subruang kode yang berbeda
dengan kode (8, 4, 4) yang asli. Dengan
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dalam semua kasus menghantar untuk
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Dalam metode ini, akan dibagi 2 sub-
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kriteria permutasi untuk mendapatkan kode
yang digunakan untuk menyusun kerangka
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disini adalah dua product kode yang berbeda.
Sebuah product kode C dibentuk sebagai
hasil kali langsung (direct product) dari 2
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dengan matriks generator G; dan kode C,(n,,
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atau

G=G,®G=(g) Gy (1)
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Direct product diatas menghasilkan product
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Berdasarkan (1), matriks generator G dari C
diberikan oleh :

G G
G=G,®G,=| | "1 @)

0 G, G
dimana G, adalah matriks generator dari kode

C,; berukuran 4 X8, dan ‘0’ mewakili matriks
nol 4X8.

Kode C yang kedua adalah product
kode (24, 4, 12) dibentuk oleh C'=C, XC,,
dimana C, adalah satu dari 6 kode (8, 4, 4)
yang baru dan C'2 adalah kode pengulangan
(3, 1, 3). Matriks generator dari C'2 :

G,=(1 1 1).

Berdasarkan (1), matriks generator dari C
diberikan oleh :
G=G,®G,=(G,G,G) 3)
dimana G, adalah matriks generator dari C,

berukuran 4 X8 dan diperoleh dari permutasi
baris G;.

Definisi 1 [5]

Jika U dan V adalah subruang vektor dari
sebuah ruang vektor sedemikian sehingga
UNYV = {0} maka U + V adalah direct sum
atau konstruksi |u+v| dari U dan V, yang
dinotasikan U® V.

Menurut [3], kode C (24, 8) dan C (24,
4) merupakan subruang dari ruang vektor V,,.

Misalkan C = C @ C adalah sub-ruang
kode dengan panjang 24 yang dibentuk oleh

C dan C'. Jika CNC = {0} maka setiap

kodekata « didalam C dapat dinyatakan
sebagai penjumlahan
a=a+a
dimana @« eCdan o' € C'.
Lemma 1

Subruang kode C dapat dibentuk
sebagai direct sum atau konstruksi |u+v]| dari
Cdan C'.

Bukti :
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Untuk membuktikan CNC = {0},
jadi akan ditunjukkan bahwa untuk
sembarang ¢ €Cdan ¢' € C, ¢ + a'=0
hanya berlaku untuk @ = 0 dan o = 0.
Berdasarkan pers (2) dan (3) kodekata «
dapat dinyatakan sebagai (a, 0, a), (0, b, b)
atau (a, b, atb), dimana a, b €C;, dan
kodekata o' juga dapat dinyatakan sebagai
(x, X, X) dimana x€ C;. Andaikan bahwa o
+ o' = 0. Maka kita mempunyai :
a+a =(atx, x,atx)=0 @)

=(x, btx, btx)=0 (ii)

= (at+x, b+x, a+b+x) = 0 (iii)
Dari pers (iii), ini menyiratkan bahwa a+x =
0, b+x = 0 dan a+b+x = 0. Dengan mudah
dapat disimpulkan bahwa a =0, b =0, x =
0, dan dari (i) dan (ii) juga dapat disimpulkan
bahwa a = 0, b = 0, x = 0. Sehingga
mengakibatkan @ = 0 dan o« = 0. Karena
terpenuhi bahwa @ + o' = 0 hanya terpenui

olth @ = 0dan o = 0 maka C dapat
dibentuk sebagai direct sum dari C dan C'.
Berdasarkan lemma diatas kita dapat

menganggap bahwa kodekata o didalam C
dapat dinyatakan sebagai penjumlahan

a=a+a
Sehingga kode C dapat dinyatakan sebagai :

C=C® C ={(c;+¢): c;€Cy,c,€Cy}
dengan dimensi :

dim( C ) =dim(C)+dim(C)
=8+4=12.

Matriks generator G dari C kemudian
diberikan oleh :

o (G 0 G
G=(G']= 0 G, G )
G, G, G

Berdasarkan pers (4) diatas bahwa C
adalah sebuah C (n, k) yaitu kode Linier (24,

12). Setiap kodekata dalam C mempunyai
bentuk :
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¢ =lat+xb+xja+b+x]
dimanaa,b €C;danx € C'1
yang merupakan kasus dari Turyn

construction  [6]. Jarak minimum kode C
bergantung pada struktur kode C; dan kode

C, yang diwakili oleh matriks generator
G, dan G,.

Diberikan C; adalah kode linier (8, 4,
4) yang sistematis, sehingga matriks
generator G, dari kode C; dapat dinyatakan :

Gi=(s P) (5)
dimana I, adalah matrik identitas 4x4 dan P
adalah sub matrik parity 4x 4 dari G;. Elemen
dari P dapat dinyatakan sebagai vektor baris,
yaitu :

P=(P, P, P; P4)T
dimana P;, i = 1, 2, 3, 4 adalah pilihan tunggal
(uniquely) dari himpunan S= {(1110), (11
01),(1011),(011 1)} dalam suatu urutan
[6].

Semua himpunan S terdiri dari 4-tuple
dengan bobot Hamming 3. Dengan demikian
akan membentuk kode blok linier C(8, 4, 4)
dengan distribusi bobot kodenya : {N(0) = 1,
N(4) = 14, dan N(8) = 1}, dimana N(x)
menyatakan banyaknya kodekata dengan
bobot x [6].

B. Kriteria Permutasi

Kode linier C, (8, 4, 4) yang dihasilkan
disini adalah kode yang sistematis, matriks
generatornya dinyatakan oleh :

G, =( P) (6)
dimana P’ adalah sub matriks parity dari G,.
P =(P,P,,P,,P,)" akan dihasilkan
melalui permutasi baris dari P yang
merupakan sub matriks parity dari G;.
Sehingga permutasi baris yang terkait disini
hanya berlangsung pada sub matriks parity
dari G;. Dengan cara ini akan mengubah
struktur sub ruang kode C; dan akibatnya
akan menghasilkan kode C, baru. Kode C,
yang baru ini ekuivalen dengan kode C,,
sehingga mempunyai distribusi bobot kode
yang sama. Sub matriks parity P’ sebagai

permutasi P harus memenubhi kriteria dibawah
ini :
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1. Kriteria pertama
P, #P, untuk 1 <i<4
2. Kiriteria kedua
{P,,P,}#{P,P}
untuk 1 <4, j<4dani<j.

Dengan cara ini akan menjamin
bahwa subset dari dua baris dalam P’
tidak identik dengan subset yang
bersesuaian dari dua baris didalam P.
Contoh 1 :

Misalkan diberikan sub matriks parity P
berukuran 4 x4 dari G, P = (P, Py, P, P,)".
Maka sub matriks parity dari G,
P'=(P,P,,P,,P,)" harus memenuhi
kriteria permutasi diatas. Permutasi baris dari

P menghasilkan 4! = 24 kemungkinan P’
yang baru. Menurut kriteria pertama bahwa
P, # P, schingga kita tinggal mempunyai 9
kemungkinan P’ yang baru, yaitu :

P('l) b (P23 P35 P4: PI)T

P('2) = (P29 P49 Pl: P3)T
Piy =(P3, Py, Py, P’
P(4) = (P39 l)4 s PZ: Pl)T

Py, = (Ps, Py, P, P3)'
P('s) =P P, P1s Pz)T
x ('7) = (P2, P1, Py, Py)’

P(s) =(P3, P4, Py, P2)T

Py = (P4, P5, Py, P)'
Dan berdasarkan kriteria kedua bahwa
{P,,P,}#{P,,P,} untuk 1 <i, j<4dani<
Jj, akhirnya kita hanya mempunyai 6
kemungkinan P yang baru, yaitu :

Py, =(P2 P3Py, P)'

P, = (P2, Py, Py, Py)

P('3) = (P, Pi3 Pay P2)T
P£4) =Py Pas Pis PI)T
P(vs) =(Py, Py, P29P3)T

P, =(Ps, P3, Py, P’
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Dengan demikian jika diberikan
matriks generator G; = ( 14 P) maka
akan menghasilkan 6 G, = (I; P') baru
yang berbeda, dengan P diambil salah
satu dari 6 P' diatas. Enam G, tersebut
misalnya G,, G, Gg» Guy» G
dan G .

Lemma 2 [6]

Semua kodekata dengan bobot 4 dari C; dan
C, adalah berbeda.

Bukti :

Kodekata dengan bobot 4 dari kode C,;
(8, 4, 4) dan C; (8, 4, 4) dihasilkan oleh
kombinasi linier 1, 2, atau 3 baris dari matriks
generator kode C; dan C'l secara bersamaan.

Kodekata dengan bobot 4 dari kode C, dan C,
berbeda jika hasil kombinasi linier baris dari
matriks generator kode C; dengan C'1 berbeda.

Karena kode C,; dan C'1 merupakan kode yang
sistematis sehingga mempunyai matriks
identitas 1, maka kita harus membuktikan
bahwa kombinasi linier dari sub matriks
parity P berbeda dengan kombinasi linier dari
sub matriks parity P".

Berdasarkan kriteria pertama dan
kriteria kedua, kombinasi linier yang
melibatkan 1 dan 2 baris dari dari sub matriks
parity P berbeda dengan kombinasi linier dari
sub matriks parity P'. Kombinasi linier yang
melibatkan 3 baris akan memberikan 4
kodekata. Berdasarkan kriteria pertama akan
mengakibatkan

{Pi ’Pj!'Pl} ¥ {Pispjapl}
dimana i j, I=1,2,3,4dani<j <Ll

Sehingga kombinasi linier yang
melibatkan 3 baris dari dari sub matriks
parity P akan berbeda dengan kombinasi
linier yang melibatkan 3 baris dari sub

matrik parityP . Jadi semua kodekata
dengan bobot 4 dari kode C; (8, 4, 4)

dengan C, (8, 4, 4) berbeda.
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Teorema 1 [6]

Kode C dibangun oleh (4), dengan G
diberikan oleh pers (5) dan G'1 oleh pers (6)
yang memenuhi kriteria permutasi adalah
sebuah kode linier (24, 12, 8) yaitu perluasan
kode Golay biner (Cyy).
Bukti :

Karena kode C danC keduanya
linier maka penjumlahan dari kode

tersebut juga linier. Kode (AJ jelas

merupakan kode linier karena C adalah
penjumlahan langsung dari C danC .
Dengan hasil yang diberikan oleh lemma
1 yang diwakili oleh persamaan (4),

kodeC adalah sebuah kode linier (24,
12).
Sekarang hanya butuh untuk

membuktikan jarak minimum dari C
adalah 8. Jarak minimum dari suatu kode
linier sama dengan bobot minimumnya.

Bobot minimum C bergantung pada struktur

C, dan C;. Struktur dari kodekata C, c=
(a+x,b+x,a+b+x) dimana e Cy, untuk

e={a, b, ath} dan x € C; . Bobot kodekata
c, wt(c)= wHa + x) + wi(b + x) +
wt(a+b+x) dimana wi(e + x) = wi(e) +
wi(x) - wt(e N x). Bobot kedua kodekata C,

dan C, adalah 0, 4, atau 8. Untuk wi(e) =
wt(x) = 4, berdasarkan lemma 2 didapat
wt(e N x) < 3, sehingga wi(e + x) > 2. Ada
banyak kasus dalam mencari bobot dari

kodekata c, kita akan membagi menjadi 2

bagian :

e Bagian yang pertama wit(e) = wi(x) =4
dengan a # b. Pada bagian ini mempunyai 2
sub-kasus, yaitu :

1. jika wi(a + x) = 2 dan wt(b + x) = 2,
maka kondisi wt(a + b)) = 4
mengakibatkan wt(a+bnNx)= 2
sehingga memastikan bahwa
wi(a+b+x)=4.
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2. jikawt(a+ x)=2 dan wi(b + x) = 4 atau
sebaliknya, maka kondisi wt(a + b) = 4
mengakibatkan wf(a+b N x)=3 atau
1 sehingga wt(a+ b+ x) =2 atau 6.

Dalam setiap sub-kasus dapat disimpulkan
bahwa wi(e + x) > 2 sehingga kondisi wi(e +

x) > 2 memenuhi kondisi untuk wt(c) > 8.

e Bagian yang kedua adalah kondisi wi(e)
dan wi(x) selain kondisi pada bagian diatas.
Pada bagian ini mempunyai 3 sub-kasus,
yaitu :

1. jika wtla@) = wit(b) = wi(x) + 4,
mengakibatkan a = b = x sehingga
wt(a + b)= 0, didapat wi(atb + x) =0
atau 8. Karena wt(anx)= 0 atau 8
maka wt(a+ x) = 0. Jadi didapat wt(e +

x) = 0 atau 8 sehingga memenuhi w#(c)
> 8.

2. jika wt(e) # wi(x), sub-kasus ini
mempunyai 3 kemungkinan, yaitu:

i. jika wt(e) = 0 maka wi(x) = 4 atau 8
sehingga wt(e M x)= 0. Jadi wi(e + x)
=4 atau 8.

ii. jika wif(e) = 4 maka wi(x) = 0 atau 8
sehingga wt(eNx)= 0 atau 4. Jadi
whe +x)=4.

iii. jika wt(e) = 8 maka wi(x) = 0 atau 4
sehingga wt(enx)= 0 atau 4. Jadi
wi(e + x) = 8 atau 4.

Dari ketiga kemungkinan didapat wit(e + x)

= 4 atau 8 sehingga memenuhi w#(c) > 8.
3. wt(e) = wi(x) = 4 dengan e € {a,b}dan a
=h.
Kondisi wt(e N x) < 3 berakibat wi(e +

x) > 2. Karena kondisi a = b
mengakibatkan wt(a + b + x) = 4, jadi

kondisi wt(e + x) > 2 memenuhi wt(c)
>8.
Dari kedua bagian diatas dapat

disimpulkan wf(c) > 8, sehingga bobot
minimum dari kode C adalah 8. Dengan

demikian kode C' adalah sebuah kode linier
(24, 12, 8) yaitu kode Golay (24, 12, 8).

Contoh 2:
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Misalkan diberikan G; sebagai matriks
generator dari kode sistematik C,(8, 4, 4),
yaitu :

10001101
01000111
G, =
00101110
00011011
@10 D) (P
011D |P
dan P =| ¢ ) _| P

a11 0y |P
a0 11

dan menggunakan hasil yang diberikan pada
contoh 1, 6 sub matriks parity yang

dihasilkan dari permutasi P, P, (1 <r<6),
dan berdasarkan (6) dapat menghasilkan 6
matriks  generator G'1 yang = baru

yaitu G'(l) yinds G'(G) sebagai berikut :
B o110
Pl @110

w

N

P. = =
P Pk @ 0.1 1)
P, a1o00D
G;I) = (14 P£1))
P orgree 13
, P, ao1m
P, @101
P aJ*r 1)
Gl(z) =(, P('z))
P, a110
; P a1o00m
P(3) = =
P, ao10dp
P, @110

G'(3)=(I4 P('3))

P, (0 11 0)

Pl Q010

@ZIp |Tl0 11
) @101

G'(4) =(, P£4))
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Py a1 o 1)
; P, (1 1 0 1)
P 5
Py €G- 1 1ud 1)
P, a1 1 1 0)
G.(s) = (I4 P(‘S))
P, 1 0 1 1)
, P, a 1 1 0)
Py = =
P, a 1 0 1
P, (0 1 1 1)
G'(é) = (I4 P(IG))
Dengan  menggunakan  kerangka

matriks generator yang diberikan oleh pers
(4), C,4 kemudian dibangun dengan
menggunakan G, diatas dan satu dari 6 G;
yang dihasilkan diatas.

SIMPULAN

Kode Golay (24, 12, 8) dapat
dibangun dengan sebagai hasil dari direct
sum 2 komponen kode dengan melibatkan 4
komponen kode. Direct sum tersebut

. .. Artikel Penelitian

membentuk kerangka matriks generator.
Setiap kodekata yang dihasilkan dalam
kerangka matriks tersebut merupakan
bentuk dari kontruksi Turyn atau |a + x|b +
xXla + b + x| dimana a,be C, dan xe C_,
disini C; dan C; adalah dua buah kode blok
linier (8, 4, 4).

C. sendiri didapat dari permutasi

1
baris pada submatriks parity dari C; dengan

mengikuti kriteria permutasi.
Disini ada 6 C, baru yang berbeda

tetapi semuanya ekuivalen dengan C; yang
asli. Jadi dengan menggunakan matriks

generator G, dan satu dari 6 G'1 yang

dihasilkan akan membangun kerangka
matriks generator kode Golay (24, 12, 8).

Matriks generator kode Golay (24, 12, 8)
dibangun oleh pers (4) dengan menggunakan G, dan G, = G'(3) pada contoh 2

>
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S O O = O O O O O O O =
S O = O O O O o o o = O
S = O O OO O o o = O O
-0 O O O O O O = O O O
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_—O = = OO O OO
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O == e = = O = O O O O
_—O s = O = = - OO O O
—_e O = = = OO O OO
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SO O O = O O O = O O O -~
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