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ABSTRAK-I/nzran Immuwd$cienqt frrx (HIV) aduUn virus yang dapat memsak shtem

kekebalan tubuh manusia Virus HIV dapat menyerang orang yang rentan ketika orang yang rentan itu
melakgkan kontak dengan penderila virus HIV hingga terinfeksi vin s HMan pada akhirnya dapat menderita
AIDS atau seropositif non-AIDS. Dengan asumsi-asumsi tentang penularan virus Hry dapat diformulasikan
suatu model matematika t€ntang perpindahan antar orang-orag rentan ke infeksi HW, penderita AIDS 4an
scmpositif non-AIDS. Model matematika yang menjelaskan peiryebaran virus HMinyatakan dalam sistem
persanaan dttrerensial nonlinearo analisa kestabilan titik kesetimbangan dari model digunakan dengan metode
Liapunov rlan metode pelinearan unhtk mengetahui kesetimbangannya model-
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I. PEI\{DAIITJLUAI\I
Humsn hnmmodeficienq nrus (HfV)

adalah suatu virus yang menyerang sistem
kekebalan tubuh manusia. Cara penularanyang
efektif dari virus HfV adalatt dengan hubungan
seksual derigan penderitanya. Faklrarrya 7l %
cara penularannya adalah dari hubungan
ftglamin komunitas heteroseksuaf 15 % dan
komunitas homoseksual dan banya 14 % dan
transfusi darah, penggunaan alat suntik yang
terkontaminasi virus HIV dan sebab lain [1].
Kalau suatu populasi ada yang terinfeksi virus
LlfV, maka sangat mungkin yang t€rinfeksi
bertambah bila s€softlng yang tarinfeksi
berhubungan seksual dengan orang lain pada
populasi tstrebut.

Virus HIV adalah penyebab dari
penyakit Acquired Immwo Deficiency
Sindrome (AIDS). Ketika pada tubuh
seseorang terdeteksi virus HIV maka orarg
tersebut dapat dikatakan seropositip atau HIV
positip. perlu waktu kira.kira 5 sampai 10
tahun orang yang seropositip meqiadi pengidap
penyakit AIDS. Keganasan AIDS datr
kecepatan penyebaran vinrs HIV sangat
membahayakan. Bisa diramalkan bahwa virus
HIV akan menjadi epidemik yang sangat
sefiuso balrkan menjadi epidemik yang
mendunia, setidaknya di abad ini dan banyak
yang menganggapnya sepeti "Blsck Dealh"
pada pertengahan abad XfV. [1]

Setelah vinrs HIV terdeteksi pa& tubuh
ses€orang dam menjadi HIV positip, ada

ISSN 085,1-06?5
Artikel Penelitian: 8-l 6

interval waktu sebelum seseorang tersobut total
terkena AIDS. Seberapa lffira interval waktu
tersebut pada kasus-kasus perorangan sulit
diketahui, lrar€na gejala-gejala scseorang yang
terifeksi virus HIV hampir tidak ada. Baru
pada tnhap orang tersebut telah mengidap
AIDS, gejalanya tanpak. Bukti-bukti yang ada
menunjukkan interval waktu ini bisa berbulan-
bulan sampai tahunan. Itu juga sulit diketahui
berapa banyak dari sejumlah penduduk
menjadi seropositip . Karena kenyataan di
lapangan, bnyak negara yang tidak
memberikan akses informasi yang benar
tentang penyebaran epidemik ini. Di sisi lain
masalah-masalah sosial yang kompleks yang
dihubungkan dengan pengumpulan data pada
sejunrlah penduduk yang terinfeksi virus HIV,
sangat sulit epidemik ini akan dicegah jika
informasi-informasi tentang epidemik virus
HIV tidak tersedia di waktu dekat ini.
Kurangnya pengetahuan masyarakat tentang
vinrs HIV menyebabkan masih sulitnya dalam
mefiurcang cara-c,ra pencegahan epidemik ini
yang efektif. Program penyuluhan s€porti
bagaimana virus HIV dapat menular
menrpakan syarat minimal.

Data epidemiologi dari Ditjen PPM dan
PL Depkes RI, secara kumulatif pengidap
infok$i HMan penderita AIDS dari April
1987 sampai dengan 30 Juni 2004 berjumlah
4.286 orang, dari jumlah tersebut sebesar 60
per$en diantaranya di derita oleh kaum pria.
Yang membahayakan dari 60 persen tersebut
sebesar 40 persennya merupakan usia
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Dengan dasar pengetahuan ini, maka
diperlukan suafir informasi tsntang virus HlV,
bagaimana virus HIV dapat menular, berapa
banyak orang yang terinfeksi virus HfV,
informasi seperti itu sangat perlu agar virus
HIV dapat dicegah dan tidak menular dan
menyebar menjadi lebih banyak.

2. MONEL EPIDEMIK
Di dalam model epidemik AIDS pada

suatu populasi manusia" diasmsikan ada
imigrasi konstan orang - ofttug yang rentao
terhadap virus HIV dengan besar Bke

Kematianalami

poputasi manusia dengan besar N(r). Misal

X (t),r (t), A(t) aan Z (t) mendefinisikan

jumlah subpopulasi rsntan, zubpopulasi
infektious, penderita AIDS, dan seropositip
non-AIDS. Jika orang - orang rentan akan
mati alami dengan laju p dan tidsk terjadi
epidemilq populasi akan steady state dengan

if* =g . Diasumsikan kematian penderita
p

AIDS dengan laju w. Diagram perpindahan
antar populasi digambarkan dalam gambar
berikut {31

Kematian alami

Kematian alami

Kematian altuni

Rentan baru

Gambar 1. Diagram perpiadahan antar subpopulasi

Subpopulasi Infektious

Subpopulasi Penderita
AIDS

Kematitrn akibatAIDS
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Dari gambar diatar dapat
diformulasikan sebuah model sebagai beriktrt
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pendek dari rata-rata ekpekasi hidop 
I

p

sehingga v >> po maka laju reproduksi dasar
infeksi virus HIV dapat dinyatakan sebagai
perbandingan lqiu infeksi virus HIV dengan
laju konversi infeksi vinrs HIV ke AIDS
sehingga:

Ro*99'
v

LQiu reproduksi dasar infeksi virus HIV
diberikan oleh banyaknya jumlah pasaryan
kawin c, fingkat resiko menularkan virus HIV

B,rtlta**awattu inkubasi dari virus HIV ke
I

AIDS adalah :. Jika ada epidemilg sistem
v

(t) akan me,nuju ke stedy stste ymg

diberikan oleh:

XY
X+Y+A+Z

XYi l  =8,
&

*(p +v)r  ( t )
X+Y+A+Z

i l  =*Y-(u+wl l
dt
dl:a=0-phy-pZ
w

rt) = x(r) * rft) + z(t) + e(t)
Dengan:

fi - jumlah imigrasi orang yang
rentan bant persatuan waktu

p= laju mang Yang mati alami
persatsan waktu dalam
populasi.

P = peluang penularan seropositif
terftadap orang yang rentan
sehingga menyebabkan orang
yang retrtan menjadi seropositif

c = banyaknya pasangar kawin
v= lqju konversi dari infeksi ke

AIDS persatuanwallu
w= hiu pnderita AID$ yang mati

karena AIDS persatuan waktu.
p: ptopor$i seropositif yang

menderita AIDS
Jika ditambahkan semua persamaan pada

x*=&i:F:
fc

u*_(F+w)(r  -pN*)
pvw

A* =B-PN*
w

.*_(r-  i lU+r)(r-#N*)
pw p

Analisa sistem p€rsamaan

difrerensial nonlinear pada persamaan (t)

dapat dilihat dari awal epidemik (r=O).

Disini, jika populasi hampir seluruhnya adalah
orang-orang yang rentan, orang yang
seropositif baru didapat dari orang rcntan banr
yang terinfeksi Hw yang masuk ke dalam
populasi pa& saat awal populas; (r=0),

sehinggaXhampir seturadenganif (,Y * nf).

Maka solusi dari p€rsamaan (3) aOaUn

(6)

(4)

,

persamaao (l) mata didapaf

dN =B-uN-wA
dt

Epidemik akan tetap ada jika laju reproduksi
dasar infeksi virus HIV &>1. Pada

persamaan (t)vang kedua jika pada r=0

orang rentan yang baru terinfeksi virus HMi
dalam populasi didapat dari luar populasi,
maka dapat dikatakan jumlah subpopulasi
rentan hanpir sama dengan jumlah populasi
(X * f) pada saat I = 0, rnaka dapt ditulis :

#-(fre 
* r-o)r

*(v+p)(r\  -1)r
Jika rata-rata waktu inkubasi dari

I
virus HIV ke AIDS adalah : sangpt jauh lebih

v

(2)

(3)
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Jika persarnaan {e) disutstituri ke persamaan

(l) vans ketiga untuk pendedta AIDS, maka

didapat solusi :

oA = 6ffi(utu*"Xo-') 
*,1**,\l (z)

3. ANAIJSA IUODEL
Berdasarkan data [1], laju konversi

dari infeksi ke AIDS (v) aOaUn Q2 pertahun,

lqiu kemxian alami {4 } 
perahun" laju

kematian akibat emS (w) adalah I pertahun,

laju reproduksi virus IilV (&) adalah 4,

proporsi seropositip yang me,rderita AIDS
(p) aOaUn :0f.. Dengan jumlah imigrasi

pertahun orangyang sehatke populasi manusia
tersebut adalah 13000 pertahun, naka

berdasukan model pada persamaan 0) O"p*

dinyatakan sebagai,

4 =t3ooo- 3.l25xto-2x-o.s2s[ t" 
]

dt  \X+Y+A+Z)

lL =o.szs( " l-zl.rzs*ro'r
dt \X+I '+ A+Z )

4=o.f f j l  -103.125x10- ' l
dt

{=A.l4Y-3.125x10a Z
&

(8)
deng;an titik kesetimbangan
N* =332232.82&x332233
Y*=44992.13435'r-44992
Y+ =M992.13435rc44992

-f,* = 83058.2ffi6ny 83058
A* =2617.72418x2618
Analisa kestabilan dilakr*an dangan
mei$mnsforrnasikan titik X*,ts*,A*,Z * ke
solusi nol, yaitu
X=x+X+ y -  y+y*

=x+830582066 = y + 44992.13435

A:a+A* Z=z+Z*

(10)

=a+2617.72418 = z+20l 5&.7619

maka persamaan (S) menjadi :

f f=r0404.43-3.125xlo-2* 
-o.szr[  

)

*= o.szs(( ' r+ sr05s'2066)(v+ t1?e-zrr-r .+3s) ' ) -  r r . r25x t0-,  y (9)
dt \  x+y+a+z+332232,8264 )

f f  
= 0.06 y *  103.1 25 x ro-2 a

f f= 
O.r4 y -  3.r25 x l0-2 a

4 = $aM.43 - 3.tzsx r 0-2 r - 0.rr, [ 
(r + 83 0ss'2066Xv + aa 992' 1 3a35) 

]
dt t x+y+332232,82fl )

L = 0.e25[ (x + sr ost'zo{Xt ]3P?' t r+ls)'l - rr., r, * !0-' y
dt I x+y+332232,8264 )
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dengan titik kesetimbangan bant

{f , y d,z-) =(0,qS0). Untuk menganalisa

sistem persamaan differensial nonlinear (9)

dilahkan dengan menganalisa 2 persarnaan
differensial dari sistem per$maan differensial
nonlineiflr dan dibu}fikan adanya firngsi
Liapunov [4]
1. Pada r dan y

Pada r dan y,yaitudipetsekitaran

(rl, yn)=(q0) dengan

mengansr:msikan a=0 dan z =0,
sehinga persamaan differe,nsial nonlinear

(9) dap* ditulis pada persarnaan ( t 0)

Solusi persamaan differensial nonlinear (10)

stabil asimtotik jika ada fungsi l/(x,y) yang

definit positif dan i(*,y) yang definit

negati{, misal ambil fungsi
,z+fz

Y{*,y)=7

Anikel Penelitian

de,ngan f (O,O) = O dan Y (*,y)> 0uutuk

x,y*0, sedemikian sehingg:r fungsi (tt)

adalah definitpositif. maka i (*,y\,

i(r-r\-av(x,v) dx *ov(x,v) ay
\ " '  Ax & Av dl

(mra*+rmsY+rm8x(r+yf)
x+y+332&:W

p (r.us**r.esr1 +f (n w y -&is xlfrP
x+y+&8LW

(12)
Akan ditunjukkan persamaan (tZ) definit
x€gatif

r untuk (*,y)=(o,o), i(*,y) pada

pcsamaan (12) menjadi

, . , /^  ̂ \  
(zlvso.ot(o)'  *32033(0)2 +17605.50(o+o)t)

r f  0.0t  -  -
' A+A+332232.8264

{o)' (:. r zs (o) * ei.625 (0)) 
" 
(o)' (z:. r zs (o) * el.:zs (o))] r o{

0 +0+332 232.8264
-0

memenuhi *tut lt(0,0) : O.

untuk (r,y) + (0,0), jika diberiknn -l < r < l, *1 < y < I memenuhi

23990.01r' > x' ( l . tZS x + 95.625 y)W-z

3203.3 yz > rz (zl.t25 y -69.375x)t0-?

sehingga jika diberikan (", y) = 
{(a y}, - 1 s (x, y) S 1} memenuhi :

{ ztssa.obz + 32o3.3 y2 + I 7605.50(r + y)' 
)

' t-*rrrurrr*

_lx'z (z.rzs x +gs.ezs y)+ y2 (zt.rzs y -ag.tts x)fto-'z
x+ y+332232.8264

(r)

<0
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jadi untuk domain D yang memuat (O,O)

dan (af) sedemikian sehingga

(r,y): {(r,y}, -t < (r,y) < 1} ,
a

Y(r,y\ yang diberikan oleh persamaan

(12) adalah definit neeatit maka

V{*,y) yang diberikan oleh persamaan

(11) adalah fuogri Liapunov untuk sistem

persamaan (tO). aan dapat disimpulkan

bahwa x*,I+ stabil asimtotik.
Dengan cara yang sama dapa: dibuktikan
sistem duapersamaan dari (9) adalah stabil
asimtotik disekitar titik kesetimbangan

(rl, c*)=(eo), (**,r*) = (o,o),

(.y*,o*) =(o,o), (y*,r*)= (o,o) dan

(o* ,zn)= (o,o)

Hasil arralisa persamaan diff€rensial

nonlinear (l) Aengan metode Liapunov yang

kedua dengan menganalisa 2 pcrsamaran
differensial dari sistem perssmaao diffte'rensial

nonlinear (9) menuqiukkan bahwa di

persekitaran titik kesetimbangan (t*,y*),

(rf,o*), (rf,z*), (f,o*), (1,"*) ou"

(d,t*) stabil asimtotilq maka dapar

disimpulkan bahwa titik kesetimbangan
#, jf ,a*,2* dari sistem pcrsemaan

differensial nonlinear (g) stabil asimtotik,

sehingga dapat disimpulkan juga bahwa titik
kesetimbangan X*,Y*,A*,Z* dari sistem

p€rsamaan differsnsial nonlinear (S) sbbil

asimtotik Artinya pada keadaan stedy stae
untuk t ->a, solusi akan meuuju titik
kesetimbangan X*,Y*, A*, Z *, yaifii junlah

populasi sebesar lf*=332 233 orang terdiri

dari 83 058 orangyangsehat, M992 oiang

seropositif, 2618 orang penderita AIDS dan

201 565 oftrng seropositifnon-AlDS.
Dengan proses pelinearan dari

p€rsanaan (9) mehlui ekspansi Taylor di

titik ,Y*, f*, A*,2 * dihasilkan

* =-ftO{l^W? x-tg.g3xldy+3f2x IF a+3.l3zxlf-: z
a

4=935x1ff x-llB-xtf". yLl3?xlff al:lgxlo: z
d

4*06v-lG' l/lxlf/.. a
d

9=0.14v-albxlff,z
* 

(14)

dengan titik kesetimbangan baru

{f ,y,d,z*) =(0,q0,0). Matriks Jakobian -/
adalah

persamaan karakteristik nilai eigen f,
adalah

-19.993x10-2 3.l32xlo-2 3-l32xl0a

-3.132x10-2 -3.132x10-2 -3.132x10-2 (15)

-103.125x10-z 0

0 -3.125x10-2

matriks Jadalah ll - Al= 0, dimana.f adalah matriks identitas

f-+o.o+s*too

'=l "'n'i'"'0.06
0.14

lt - E 4=(f + l.oas) (f, * r.*s * to-' X f + 12.56 x 10-2f + 6. ss x I 0-3 )
=$
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€t =- l'O29

€z=*3.45x10-t

€t =* 6.28x10-2 + 5.42x10-21

€t = - 6.28x 10-2 - 5.42x l0-2.I

Artikel Penelitian

Gambat 3. Trayektori bidang fase dua
dimensi r(f) &rhadap 

"(t\ 
di

persekitaran titik kesetimbangan

Gambar 4. Trayektori bidang fase
dimensi 

"(t) 
brhadap ,(t\

persekitaran titik kesetimbangan

(16)

Titik kesetimbangan
(x*,y*,a*,"*) = (0,0,0,0) dari sistem

p€rsamaan differcnsial linear (14) stabil
asimtotik jika akflr-aksr karakteristik dari
psrsamaar (15) mempunyai bagian riil negatif.
Karena €r, €r, €r, €o <0 maka dapat
disimpulkan titik kesaimbangan

(x*, y*,a*,r *) = (0,0,0,0) stabil asimtotih

maka dapat disimpulkan juga bahwa titik
kesetimbangan X*,Y*,A*.Z* dari sistem

p€r$amaan differensial nonlinear (8) stabit

asimtotik, sehingga pada keadaan stedy state
yaitu untuk / -to, solusi akan menuju titik
kesetimbangan epidemik virus Hry
X*,Y*,A*,Z*, yaitu jumlab populasi

sebesar 332 233 omng terdiri dari 83 058
orang yang sehat, 4d.992 orang seropositif
2618 orang pnderita AIDS dan 201565
orang s€ropositif non-AIDS.

4. SIMULASI
Berikut disqiikan hayektori dan

kestabilan solusi pada bidang fase dua dinnensi
dengan simulasi berdasadcnn data sekunder []

dua
di

Gambar 2. Trayektori bidang fase dua
dimensi /(t) terhadap r(r)Oi
persekitaran titik kesetimbaagan

??

{i

"
JI

:t 't 't
{ .  1t

i t i
f t

t I

IIIYM
t l  t
I t  i
f t i
i*ttl,t
{{ t
t t t

l t i
t t f

I i i
t i t

?fffiil 11
,l r"

f1 '
*' i'

{{ '
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Gambar 5. Tmyektori bidang fase dua
dimensi y(tl terhadap 

"{t) 
di

persekitaran titik kesetimbangan

Gambar 6. Trayektori bidang fase drn
dimensi y{t') terhadry ,(t) di

persekitaran titik kesetimbangan

Garnbar 7. Trayektori Bidang fase
dimensi 

"(t) 
terhadap t(t)

persekitaran titik kesetimbangan

Hasil analisa persamaan differensial
linear (9) pada bidang fase dua dimensi
menunju*ftan bahwa semua trayektori menuju

ke titik kesetimbanrn (t*,r*), (t.,1),

('*,"*), (i,o.), (r.,,*) o* (o*,"*),
maka dapat disimpilll€n bahwa semua
trayektori juga menuju ke titik kesetimhngan
l*.olf ,a*,2* sehingga titik kesetimbangan

f ,y*ra*,z* dari sistem persmnaan

differensial linear (14) stabil asimtotih maka
dapat disimpulkan juga bahwa titik
kesetimbangan X*,Y*,A*,Z* dsri sist€m
persamaan differensial nonlinear (9) stabil
asimtotilq sehingga pada kcadam steady state
yaitu untuk t -> q, solusi akan menuju titik
kesetimbangan epidemik virus HW
X*,Y*,A*,Z*, yaitu jumlah populasi

sebesar 332233 orang terdiri dari 83 058

orang yailg sehat, 4 992 onrng seropositif,

2618 orang penderita AIDS dan 201 565
orang s€ropositif non-AIDS.

dua
di

\\'\*\\
:-5\\q1\-a_\

tq_--q.a-l!*a

\q.qi \ \ \ \aa\1 'a

' \ t !* 'a\" ' \ ' \ \ \

a-*'11\\ t, \. 
": l l l : : ; i l i i

' /JJ1Y\"\ \ \
111\ ' \ \** t ' " t
\  \ ' i \ \ \ * \ - { ' - \

\\\ ' ." 'q. 'r**
\ \ - r \ -Lq=rq-t

\ 
&1\ h-q!,+-qb-%

\\.\\*u\'\a^*
\qY\\-q\\\\4*i

\h,i\\Frq

_ar'-f 
-f_j<4
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5. KESIMPT}I,AI\T
Hwnan Immundefuiency Yirus

(H[V) adalah vims yang dapat merusak

sistem kekebalan tubuh manusia Pada
pernodelan dinamik penularan lwrw,
inwnnodefrciency vinn (HW) sederhana

tiak kesetimbangan yang stabil.
Pada pemodelan dinalnik penularan lnmtet
immwodeficiency virus tfil$ bngkap
mempunyai titik kesetimbangran yang stabil
asimtotik sehingg4 s€mua solusi akan menu{u
ke titik kesetimbangannya. Virus HIV dapat
meajadi epidemik jika laju repoduksi dasar
virus HIY lebih bemr dari I dan akan hilang
jika leiu rcprcduksi dasr virus HIV lebih kecil
dari 1.
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