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GRAF SIMETRI LEMAH
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ABSTRAK—Diberikan suatu graf sederhana X dengan himpunan semua titiknya V(X), himpunan
semua garisnya E(X). Himpunan semua automorfisme pada graf X dinotasikan Aut X dan semua endomorfisme
dinotasikan degan End X. Dalam artikel ini, akan diidentifikasi apakah graf X merupakan graf simetri atau graf
simetri lemah. Untuk mengidentifikasi diperlukan pemahaman tentang grup, semigrup, automorfisme dan
endomorfisme dalam graf. Jika pada sebarang pasang titik x,y € V(X), terdapat pemetaan fe Aw X
sedemikian hingga berlaku f(x) = maka graf X dikatakan sebagai graf verteks-simetri, sedangkan jika
berlaku pada sebarang garis pada X maka graf X dikatakan graf edge-simetri dan jika berlaku pada sebarang titik
dan sebarang garis maka disebut graf simetri. Jika pemetaan diambil dari End X maka graf simetri yang diperoleh
adalah graf simetri yang diperlemah atau disebut graf simetri lemah.

Kata kunci : automorfisme dan endomorfisme pada graf.

I. PENDAHULUAN Misalkan G ¢ S € % 5 (himpunan G
Perkembangan teori graf tidak lepas dari adalah himpunan bagian dari S) dan andaikan
perkembangan bidang bahasan Matematika yang bahwa suatu relasi = dan operasi biner *
lain, salah satunya adalah aljabar khususnya terdefinisi di S. Himpunan G adalah suatu
teori grup. Teori grup digunakan untuk grup (group) terhadap operasi biner * jika dan
mendefinisikan graf simetri. Kemudian dalam hanya jika berlaku kondisi-kondisi sebagai
aljabar juga dikenal istilah semigrup dimana berikut:

persyaratannya lebih ringan daripada grup. 1. G adalah himpunan yang tertutup
Dengan persyaratan yang lebih ringan ini, terhadap operasi biner *, artinya jika
semigup akan digunakan untuk mendefinisikan xeGx€Gdan yeG ¥ € G, maka
graf simetri lemah. Graf yang didefinisikan i ) : ’
dengan menggunakan pendekatan teori semigrup x*yeGx:y &G

ini akan dibandingkan dengan graf simetri. 2. Operasi biner * bersifat assosiatif
Adapun yang menjadi permasalahan dalam pada G, artinya
tulisan ini adalah bagaimana mengidentifikasi Vx,y,ze G¥x, ¥,z £G, berlaku
graf simetri dan graf simetri lemah dengan .

pendekatan Aljabar. Untuk mengidentifikasi graf x*(rr)=(x*y)*z

simetri dan graf simetri lemah digunakan konsep xx(yxz)=(xxy)sz
automorfisme dan endomorfisme graf. 3. G memiliki elemen identitas ef,
IL. DASAR TEORI ar-tinya Jee G, i & &, sedemikian
Untuk menjelaskan automorfisme dan hingga berlaku
endomorfisme dibutuhkan beberapa definisi x*¥ =1*x=xxsl=l*rx=x,
berikut: untuk setiap x€ G ¥ € G.

Definisi 2.1 [2]
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4. Setiap elemen dari £ memiliki invers,

artinya
VaeG,3beGVx & ¢, b U
sedemikian hingga

a*b=b*a=lasb=bra=1,

dengan 1 merupakan elemen identitas
dari G.

Definisi 2.2 [2]

Misalkan suatu himpunan H. Diberikan
operasi biner * pada H. Maka H merupakan
semigrup jika dan hanya jika memenubhi :

1. Hlmpunan H bersifat tertutup terhadap
operasi biner *, artinya untuk setiap
x,y€ H maka x*ye H.

2. Operasi biner * bersifat assosiatif di dalam
H, artinya untuk setiap x,y,z € H berlaku

x*(y*z) = (x*y)*z.

Definisi 2. 3

Misalkan suatu graf sederhana X dengan
himpunan semua titik-titiknya V(X) dan
himpunan semua garis-garisnya E(X). Jika dua
buah titik x,,x, e V(X) adjacent di dalam X

maka dituliskan {x,,x,} € E(X).

Definisi 2.4

Misalkan dua buah graf yaitu X danY
dengan himpunan semua titik-titiknya masing-
masing V(X) dan V(Y) serta himpunan semua
garis-garisnya masing-masing E(X) dan E(Y).
Suatu pemetaan f memetakan V(X) ke V(Y),
ditulis: £ :V(X) > V(Y) dikatakan sebagai
homomorfisme jika f mempertahankan adjancy,
artinya berlaku bahwa: jika

{x,x,} € E(X)maka {f(x,), f(x,)} € E(Y).

Definisi 2.5
Misalkan f :V(X) > V(X), f

homomorfisme, f bijektif dan f -1 adalah

homomorfisme maka f dikatakan sebagai
automorfisme dari graf X.
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II1. PEMBAHASAN

3.1 Graf Simetri
Definisi 3.1.1

Suatu graf X dengan himpunan semua
titik-titiknya V(X) dikatakan sebagai graf
verteks-simetri jika dan hanya jika terdapat
suatu pemetaan f € Aut X, sedemikian
hingga untuk setiap  x;,x, € V(X)
berlaku f(x,) = x,.
Definisi 3.1.2

Suatu graf X dengan himpunan semua
garis-garisnya E(X) dikatakan sebagai graf
edge-simetri jika dan hanya jika terdapat
f €Aut X, sedemikian hingga untuk setiap

{xl’x2}5{yla‘y2} EE(X) berlaku
{f(xl)’f(xz)} = {J’nJ"z} -
Definisi 3.1.3

Suatu graf X dikatakan graf simetri jika
dan hanya jika graf X merupakan graf verteks-
simetri dan graf edge-simetri.

Definisi 3.1.4

Misalkan suatu graf X dengan himpunan
semua titik-titknya  V(X)dan suatu
pemetaaan [ :V(X)—->V(X). Jika f
merupakan homomorfisme maka f dikatakan
sebagai endomorfisme dari graf X.
Contoh graf simetri:
Berikut ini akan diberikan suatu graf
kemudian akan diidentifikasi  apakah

merupakan graf simetri.
Misalkan suatu graf X, dengan
himpunan semua titik-titiknya

V(X)={0,1,2,3}, dan himpunan semua
garis-garisnya E(X) ={a,b,c,d}.



3 c 2
@ @
d b
® L
0 1
a

Dibentuk pemetaan yang memetakan
V(X) ke V(X) adalah :

(0 1 2 3) (0 1 2 3)
¢ = , = ,
012 3 2103
01 2 3 (0123
c2= 06:
0321 2301
01 2 3) (0123
= = ,
1032 301 2
(0123 1 23
= G =
1230 3210

Misalkan J ={cy, 5, €3, Cs, Cs, Co, C1, Cs},
dengan ¢, merupakan fungsi identitas.

Akan dibuktikan bahwa setiap elemen J
merupakan automorfisma. Untuk membuktikan
bahwa setiap elemen J merupakan automorfisma,
maka harus dibuktikan 4 hal, yaitu setiap elemen
J merupakan pemetaan pada X, setiap elemen J
merupakan homomorfisme, setiap elemen J
merupakan pemetaan bijektif dan invers dari
setiap elemen J merupakan homomorfisma.

a.) Jelas bahwa setiap elemen J memetakan
himpunan V(X) pada dirinya sendiri.

b.) Untuk setiap f € J, berlaku jika {x,y} € E(X),
maka {f(x), f{y)} €E(x). Ini menunjukkan

Artikel Penelitian

bahwa setiap f €] merupakan

homomorfisma.
c.) Untuk setiap f €J, berlaku untuk setiap
x,y € V(X), jika x = y maka fix) =

f(y). Ini menunjukkan bahwa setiap
elemen J merupakan fungsi injekif.
Berlaku pula, untuk setiap ye V(X),
terdapat xe V(X), sedemikian hingga
fix)=y. Ini menunjukkan bahwa setiap
elemen J merupakan fungsi surjektif. Jadi
setiap elemen J merupakan pemetaan
bijektif.

Diperhatikan tabel operasi komposisi

fungsi berikut:

Tabel 3.1.1 Pasangan Sebarang
Titik-titik pada Graf X
Pasangan feAutX
semua titik- sedemikian
~ titik sehingga
pada gAr'an f(x)=y
x,y eV(X)
09 0 (&
0,1 c,
0,2 e
&3 ) cs
1,1 &
1,2 A
1,3 €4
2, 2 C 5
2,3 &,
3,3 cs

Dari tabel 3.1.1 di atas, dapat ditunjukkan
bahwa untuk setiap pasang semua titik-
titiknya x,y € V' (X), maka terdapat f €Aut
X , sedemikian hingga f(x) =y. Jadi graf X
merupakan graf simetri titik.
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Tabel 3.1.2 Pasangan Sebarang
Garis-garis pada Graf X
Pasangan semua feAuX
garis-garis sedemikian
pada graf X sehingga
v,we E(X) f=w
a,a (e
ab | e
a,c¢ Cq
a, d c,
b, b 3
b, C (o
b,d c,
C,C c,
C, d Cs
d, d ¢

Dari tabel 3.1.2 di atas, untuk setiap
pasangan garis v,we E(X), maka terdapat
f €AutX, sedemikian sehingga f(v) =w.

Karena graf X merupakan graf verteks-
simetri dan graf edge-simetri maka graf X
merupakan graf simetri.

3.2 Graf Simetri Lemah

Berikut ini akan dibahas mengenai graf
simetri lemah. Pembahasan dimulai dengan
memberikan definisi graf simetri lemah.
Definisi 3.2.1

Dua buah titik x dan x’ dari suatu graf X
dikatakan similar lemah jika dan hanya jika

,,,,,

f(x)=x" dan g(x')=x, dan dinotasikan
X, X,
Definisi 3.2.2

Dua buah garis {x,x'} dan {y,)'} dari
suatu graf X dikatakan similar lemah jika
terdapat f,ge€ End X sedemikian hingga

) fEN=.y'} dan
{g(J’),g(}")}z {xax'}3 dan dmOtaSIkan
{x’x‘} “w .y}
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Definisi 3.2.3

Suatu graf X dikatakan sebagai graf
verteks-simetri lemah jika dan hanya jika
sebarang dua titiknya x,ye V(X) berelasi
similar lemah. Graf X dikatakan sebagai graf
edge-simetri lemah jika dan hanya jika
sebarang dua garisnya {xy},{v,w}e€E(X)
berelasi similar lemah.
Definisi 3.2.4

Suatu graf X dikatakan sebagai graf
simetri lemah jika dan hanya jika graf X
merupakan graf verteks-simetri lemah dan
graf edge-simetri lemah.

Contoh graf simetri lemah :

Misalkan suatu graf Y dengan himpunan
semua titik-titiknya V(Y) = {0, 1, 2, 3} dan
himpunan semua garis-garisnya E(Y) = {a, b,
c,d, e}.

C
3 o 2
d € b
0 * |
a

Dibentuk pemetaan yang memetakan
V(Y) ke V(Y) seperti berikut :

{612 % e
o123 ®2103
0123 0123
= a, =
%2301 #0321

Misalkan G = {q,,a,,4a;,a,} .

a



Perhatikan tabel operasi komposisi fungsi pada
G berikut :

Tabel 3.2.1 Operasi
Komposisi Fungsi pada G
[ ] al a > a3 a4
a a, a, a, a,
a, a, a, o, a,
a, a, a, a, a,
a, a, a, a, a,

Akan dibuktikan bahwa G merupakan Aut Y

a.) Jelas bahwa setiap elemen G memetakan
V(Y) ke V(Y).

b.) Jika diambil sebarang edge
{x,y}e E(Y), maka untuk setiap

f€G berlaku {f(x),f(»)} e EQX).
Ini menunjukkan bahwa setiap elemen G
merupakan homomofisme.

c.) Jika diambil sebarang y € V(Y), maka
terdapat x € V' (Y), sedemikian hingga
f(x)=y, untuk setiap feG. Jika
diambil sebarangx,y € V(Y), berlaku

jika x=y, maka f(x)=f(y). Ini
menunjukkan bahwa untuk setiap
elemen G merupakan pemetaan bijektif.

d.) Dari tabel operasi komposisi fungsi di
atas, maka dapat dilihat bahwa invers
dari setiap elemen G merupakan elemen
G. Karena setiap elemen G merupakan
homomorfisme maka setiap inversnya
juga merupakan homomorfisme.

Dari pembuktian di atas dapat
disimpulkan bahwa G merupakan himpunan
automorfisme graf Y, ditulis G= Aut Y.

Akan diselidiki apakah graf Y merupakan
graf simetri :

Perhatikan setiap elemen G, untuk
0,leV(Y), tidak terdapat f €G sedemikian
hingga f(0)=1 atau f(1)=0. Jadi graf Y
bukan merupakan graf vertks-simetri . Karena Y
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bukan merupakan graf semua verteks-simetri
maka menurut Definisi 3.1.3, Y bukan
merupakan graf simetri.

Dipandang kembali graf Y di atas,
diperhatikan pemetaan yang memetakan V(X)
ke V(X) berikut :

b1_0123 b8_0123\
o123 201 0
b2_0123 @_0123\
0121 72030
bs_f()lzs\ bl_f0123\
o232 Ml2101
b_0123\ bl_f0123\
o321 M210 3
no(01 23 b,—(O 2 8
*l0323 2301

0123
b=

1020
b7_(0123\

1.2.0 2
Misalkan :

H={bl’bz’bsabvbswbs’bvbs’b%blo’blvblz’bm}Per
hatikan bahwa setiap f € H, berlaku jika

{x,y} € E(Y) maka {f(x),f(y)}e E(Y),
untuk sebarang x,yeV(Y). Jadi setiap
elemen H merupakan homomorfisme pada
graf Y. Sehingga H=End Y.

Tidak semua elemen H merupakan
automorfisme pada graf Y, buktinya :

Diperhatikan beH, terdapat
1,3eV (), dan jelas 1#3, sedemikian
sehingga b,(1) =b,(3) =1. Sehingga b,
bukan merupakan pemetaan injektif dan jelas
bukan merupakan pemetaan bijektif. Jadi
terdapat elemen H yang bukan merupakan
automorfisme, sehingga H # Aut Y.
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Jadi setiap elemen H merupakan
endomorfisme tetapi tidak setiap elemen H

merupakan automorfisme.
Diperhatikan bahwa :
Tabel 3.2.1 Pasanigan Sebarang
_ Titiktitik pada Graf Y
Pasangan f €EndY, g€EndY,
semua titik- | gogemikian | Sedemikian
xyeV®) | fx)=y | g@)=x
0,0 b, b,
0,1 b, by
0,2 b, b,
i by b
L1 b, b,
1,2 b3 bs
kg b, b,
.3 b] b,
2,3 b, b,
Byl b, b;

Dari tabel di atas, dapat diketahui bahwa
untuk setiap pasang semua titik-titiknya
x,y e V(Y), terdapat pemetaan f,ge€ End Y,
sedemikian hingga f(x)=y dan g(y)=x.
Jadi graf Y merupakan graf verteks-simetri
lemah.

Diperhatikan bahwa :
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Tabel 3.2.2 Pasangan Sebarang
Garis-garis pada Graf Y
Pasangan | fe€EndY, | g€EndY,
semua | Sedemikian | Sedemikian
ga@fg;ns hingga hingga
. f‘:V ) fr)y=s g(s)=r
aa b1 b2
ab b, by
= _ bu, bm )

: o . - =
a,e b3 b7
b,b b b,
b,c b, b,
b,d b, b,
b’e b6 b8
c,C bl b3
¢, d b] 1 b] 1
c,e b., bg
d’ d bl bS
d’e b3 b3

e b | b

Dari tabel di atas, dapat dilihat bahwa
untuk setiap pasang garis r,s€ E(Y),
terdapat f,g € End Y, sedemikian hingga
f(r)=s dan g(s)=r. Jadi graf Y
merupakan graf edge-simetri lemah.

Berdasarkan Definisi 3.2.4, dapat
disimpulkan bahwa graf Y bukan merupakan
graf simetri tetapi merupakan graf simetri
lemah.



KESIMPULAN
Dari pembahasan , dapat disimpulkan
bahwa :

1. Penerapan teori grup pada suatu graf
menghasilkan graf yang dinamakan
sebagai graf simetri

2. Penerapan teori semigrup pada suatu graf
menghasilkan graf simetri lemah.
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