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ABSTRAK-Diberikan suarri graf sederharra X de,ngan himpunan semua aliknya (,Y), himpunan

semua garisnya {X). }fimpunan sernua automorfisme pada graf Xdinotasitan Aut X dm semua endomorfisme

dinsas*an degg1 End X. iXt"* artikel ini, akan diidentifil€si apakah graf Xmerupkan graf sime*ri atau graf

simeti lernah. Untuk mengidentifikasi diputukan punaharnan telrtang gnrp, semigrup, automorfisme dan

endomorfisme italrrm graf- Jika pada sebaiag ttasarig titik r,y eY(X), terdapat pemetaati/ e Aut X

sed€nikiar hinggc b€rlaku f (x) = y maka graf ,Y dik*akan sabaezi graf verteks-simehi, sedmgkan jika

b€rlaku pada sebarang garis FdaXniaka grafXdik*akn giaf edge'sim€fi dan jika b€rlaku pada sebarang titik

dan sebarang Fris maka *seU* graf sin€Ei. Jika pemetaan dianrbil dan End X mcka graf simetri yang diperoleh

adalah graf simdi yang diperlemah atau disebut graf sime, ri lffitah.

Kda knnei : wtanoifame tbn endsawrftntepde gllqf,

L PENDAHT'LUAN
Perkembangan teori graf tidak lepas dari
perkembangan bidang bahasan Matematika yang
lain" salah satunya adalah aljabar khususnya
teori Sup. Teori gnlp digunakan untuk
mendefinisikan graf simeri- Kemudian dalam
aljabar juga dikenal istilah semignrp dimana
persyaratannya lebih ringan daripada grup.
Dengan pasyardan yang lebih ringan ini,
semigup akan digunakan untuk mendefinisikan
graf simeti lematr- Graf yang didefinisikan
dengan msnt€uraftan pndekatari teori semigrup
ini akan dibandingkan dengan gmf simeti'
Adapun yang menjadi pemrasalahan dalam
tulisan ini adalah bagaima{ta mengidentifikasi
graf simehi dan graf simetri lemah dengan
pendekaan Aljabar. Untuk mengidentiflkasi graf
simefi dan graf simetri lemah digunakan konsep
automorftsme dan endomorfisme graf.

U. DASAR TEORI
Untuk menjelaskan adomsrfisme dan
endomorfi sme dibutuhkan beberapa defi nisi
berikut:
Definisi 2.lI2l

Misalkan GcS$ -i 5(himpmanG

adalah himpunan bagian dari S) dan andaikan
bahwa suatu relasi : dan operasi biner *

terdefinisi di S. Himpunan G adalah suatu
grup (goup) terhadap operasi biner * jika dan
hanya jika berlaku kondisi-kondisi sebagai
berilnfi:

l. G adalah himPunan Yang t€rfitup
tertradap operasi biner *, artinya jika

.reG-r € d dan YeG r €S,maka

x*ye 63a+ Y *.&.

biner t bersifat assosiatif2- Operasi
pada artinya

Mahu
e

Vx,y,z eGVx,Y,e ti S,

x+(y* z)={x* y)*  z
r . : , {y*") : { r*y)+s.

3. G merniliki elemen identius a{,

artinya AeeG,ll r! (i, sedemikian
hingga bedaku
t*1=1*X=t-T: i ,  = I  *  - t  *  f , , ,

untuksetiap xeGxl*4.
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4. Setiap elemen dari 6 memiliki invers,
artinya
VaeG,SbeGVr S rj, Ilr ri ff,

sedemikian hingga
a*b=b* a=la r  f '  :  L i  dt  = 1. ,

dengan I merupakan elemen identitas
dari G.

Definisi LZI2I

Misalkan suatu himpunan H. Diberil€n
operasi biner * pada H. Maka H menrpakan
semigrup jika dan tunya jika memenuhi :
1. Himpman H benifat tertr.dup terhadap

operasi biner *, artinya untuk setiry
x, /€f1 maka x*yeH.

2. Op€rasi biner * bersifat assosiatif di dalam
H" artinya rmtuk setiap x,y,z e H Maku
x*(y*z): (x*y)*2.

Definisi 2.3
Misalkan suafir graf sedertuinaX dengan

himpunan semua titik-titiknya V{X} dan
himpunan semrn garis-garisnya E{X). Jika dua
buah titik \,x, ey{X, adjacer* di dalam X

makadituliskan {.rr,tr} e E{X}.

Definisi 2.4
Misalksn dua buah graf yaitu X dan Y

dengan himprman semua titik-titiknya masing:
masing V(X) dan V(Y) sera himpunan semua
garis-gadsnya masing-masing E{X) dan F,(Y).
Sudu pemetaan f memetakan V(X) ke V(Y),
ditrtlis:/ :tt(X) -rF(n dikabkan sebagai
homomorfisme jika f memperfahankan adjancy,
artinya berlaku bahwa: jika

{r,,xr} e E(f,)maka {f(xr),f (xr)) e E{Y).

Definisi 2.5
Misalksn/ :It(X) +Y(X), f

homomorfisme, f bijektif dan f-t adalah
homomorfisne maka f dikatakan sebagai
automorfisme dari graf X.

IIt PEMBAIIASAN

3.1Graf Simetri
Dsfinisi3.Lf

Suatu graf X dengan himpunan semua
titiktitiknya V(X) dikatakan sebagai gmf
verte*s-simetri jika dan hanya jika terdapat
suatu pemetaan f e Aut & sedernikian

hingga rmtuk setiap x,xz eV(X)

berlaku/(xr) = r:.
Definisi3.l.2

Suatu graf X dengan himpunan semlra
garis-garisnya E(X) dikatakan sebaeni graf
edge-simetri jiLa dan hanya jika terdapat

f eAvt & sedemikian hingga ur*uk setiap

{x1'x2},{y1,yz) e E{X) berlaku

{f (xr), f (xr)} = ly,vr} -

Definisi3.l.3
Suatu graf X dikatakan graf simetri jika

dan hanya jika graf X morupakan graf verteks-
simeri dan graf edge-simetri.

Dclinisi 3.1.4
Misalkan suafir graf X dengan himpunan

semua titik-titiknya l/(X)dan suatu
pemetaaan f :Y(X) -+Y(X). Jika f

homomorfisme maka f dikatskan
sebagai endomsrfisme dari graf X.
Contoh graf simeri:
Berilcut ini al<an diberikan $uatu graf
kemudian al€n diidentifikasi apakah
merupakan ipaf simetrl

Misalkan sudu graf X, dengan
himpunan sernua titik-titiknya
[(X)=10,1,231, dan himpunan semua
garis-garisnya E(X) = {a,b,c,d}.
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Dibentuk penic;taan yang memetakan
I/(X) ke Y(X) adalah:

r23l
ro3)

t2
30
12
0l
t2
2l

Misalkan J :{cr, az, G3, c+, cs, crn ca cs},
dengan cr merupakan funpi identias.

Akan dibuktikan bahwa setiap elemen I
menrpakan automorfisma Untuk membu**ikan
bahwa setiap elemenJ merupakan automorfisma,
maka harus dibuktikan 4 hal yaitu setiap elemen
J menryakan pemaaan pada X setiap elemen J
merupakan homomorfisme, setiap elemen J

pemetaan bijektif dan invers dari
setiap elemen J merupakan homomorfisma
a) Jelas bahwa setiap elemen J memetakan

himpunan V(X) pada dirinya s€ndiri.
b.) Untuk setiap f eJ, berlaku jika {&y} eE(X),

maka {{x), f(y)} eE(x). Ini menunjukkan
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bahwa setiap f eJ merupakan
homomorfisma

c.) IJntuk setiap f e J, hlaku untuk setiap
x,ye V(X), jika x = y maka f{x) =

{y). Ini menunjukkan bahwa setiap
elemen J rnerupakari fimpi injekif.
Berlaku pulq rxrtuk setiap y€V(X),
terdapd xeV(X), sedemikian hingga
{xFy. Ini menunjutftan bahwa setiap
elernen J merupa'kan funpi surjektif, Jadi
setiap elemen J merupakan pemetaan
biiektit

Diperhatikan tabel operasi komposisi
fungsi berik*

Tabel 3.1.1 Pasangan Sebarang
Titik-titik rada Grafx

Pasangan
semus titik-

titik
pedagnlf X
*,! eV{X)

/ eAutX
sedsmikhn
sehtlg*
f(x)= v

0,0 er

0, I ca

4,7 c5

4,3 cs
[ ,  I cl

1,2 c8

1,3 c6

2,2 c2

213 e3

3,3 cs

Dari tabel 3.1.1 di aras, dapat ditmjukkan
bahwa untuk setiap pasang semua titik-
titiknya & ! €Il (X), maka terdapat / eAut
X , sedemikian hingga {x) : y. Jadi graf X
menrpakan graf simetri titik.

1)
,l
2)
,l
a)

(orz 3\  (a
"'=[.o 3 2 t) "u:[,

(o | 2 3'i (o
"'=[t o 3 2) *=[,

(0r23) (o
"o 

=[r 
z 3 o) "'=[,
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Tabel 3.12 Pasangan Sebarang
Grafx

Pasengrn sedinr
garis'garis
pdagrnfX

v,we E(X,

/ eAutX
sedemikisn
sehinggr
.f(v)=w

4a cr
a"b c,

4c c6

ard c2

b,b cr
b,c c4

b'd ca

orG cr
crd c5

d,d cr

Dari tabel 3.1.2 di atas, untuk setiap
pasangan garis v,w c E(X), maka t€rdapat

/ eAutx, sedemikiansehingga /(v) = w.
Karena graf X merupak@ graf verteks-

simetri dan graf edge-simeri maka graf X
menpakan grafsimeri.

3.2 Graf Simetri Lcmlh
Berikr* ini akan dibahas mengslrai graf

simeti lematr Pembahasan dimdai dengan
memberikan definisi graf simehi lernah.
Detinisi3.l1

Dua buah titik x dan x' dari suatu graf X
dikaaakm similar lernah jika dan hanya jika
terdaprt f,ge End X sedemikian hingga

f(x)= x' dan g(x')=.r, dan dinotasikan

Jf- ,  J '

Oefinisi 3.2.2
Dua buah garis {r,x'} dan {y'l} dari

suatu graf X dikfiakan similar lemah jika
terdapat .f,Ee End X sedemikian hi.gga

U@),.f(x')l = {.v,.v'}
{S$),g(y');={x,x'}n dan

{r't'} -* {y'l}.

dan
dinotasikan

Ilefinisi 3-2.3
Suanr graf X dikatakan sebagai graf

verteks-simetri lemah jika dan hanya jika
sebarang dua titiknya x,y€V00 berelasi
similar lemah. Graf X dil€takan sebagai graf
edp-simeni lernatr jika dan hanya jika
sebarang dua garisnya tay),{v,w}€E(X)
berelasi similar lemah.
Ilefinisi3.L4

Stuitu graf X dikatakan sebagai graf
simetri lemah jika dan hanya jika gnf X
menrpakan graf verteks-simetri lemah dan
graf edge-simetri lerialt.

Contsh graf,simetri lemah :
Misalkan suatu grafY dengan himpunan

sedrua titik*itiknya v(Y) = {0, 1,2,3} dan
himpunan semua garis-garisnya E(Y): {q b,
e,4 e).

a

Dibentuk p€metaail yang memetakan
V{Y) ke V(Y) seperti berikut :

f t tz 3\  (0t23)
a.=l  I  a.=l  I
' [0t23) ' \2 lO3)

Misalkan G: {a1rfl2rarranl ,

2

b

3

d

4=01 ; l  o*=[  l ;?)

c

e
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Perhatikan tabel operasi komposisi frmgsi pada
G berikut:

Tabel3.2.1 Operasi

Artikel Penelitian

bulCIn merupakan graf sernua verte*s-simeti
maka menunrt Definisi 3.1.3, Y bukan
merupakan graf simetri.

Dipandang kembali graf Y di atas,
diperh*ikan pemetaan yang memetakan V(X)
keV(X)berilfft:

4 =[:  |  ?,;)
t2r)
r2r)

t2r l
0ra)
r23l
03a)

t2
l0

t2
10

h
4 =l.t

4=t
(o

4, =[z

(a
4' =[z

(o
4' =[z

)

,)

r)
3)

')

4=fi
4=fi
6.=fi
,, =[:

Ur=[:

4 -[:

l2
23

t2
32

t2
32

1l
Jl

3)

Akandibuktikanbahwa G merupakan Aut Y

a) Jelas batrwa setiap elemen G memetakan
V(Y) ke V(Y).

b.) Jika diambil sebarang efus

{r,y} e E{n, maka rmtuk setiaP

.f eG berlaku {f{x},f (y}l e E(Y).
Ini menmjrXrkan bahwasetiap elemen G
merupakan hornomofi sme.

c-) Jika dianbil sebarang y ey(n, maka

terdapat x eI/(Y), sedemikian hinggp

f{x)=y, untuk setiap f eG. Jika

tliambil sebararrgx,y €V(n, berlaku
jika r=y, maka /(x)=ftfi. Inr
menu$ulrkan bahwa untuk seliaP
elemen G merupakan pemetaan bijektif.

d.) Dari tabel operrasi komposisi funpi di
atas, maka dapat dilihat bahwa invers
dari setiap elemen G menrpkan elemer
G. Karena setiap elenien G merupakan
hotrromorffsme fiaka setiap inversnya
juga merupakan homomorfi sme.

Dari pembuktian di atas daPat
disimpulkan bahwa G menryakan himpunan
automorfisme gtaf X ditulis G = Aut Y.

Akan diselidiki apakah graf Y mempakan
graf simeri:

Perhatikan setiap elemen G, untuk
OleIr(Y\, tidak terdapat f eG sedemikian

hingga "f(0)=l atau f$)= 0" Jadi ercf Y
bukan merupakan graf vertks-simeei . Karena Y

t2r l
30r)

t2r)
020)

12r l
2s2)

Misalkan:
H = {4,4,4,bn b5,bo,4,4,4,4*4r,4r,{r}Per
hatikan bahwa setiap /ell, berlaku jika

{r,y} e f(I") maka {f{x),f{y)l e E(Y),

rmtnk sebarang L!€Y(n. Jadi setiap
elemen H menrpakan homomorfisme pada
graf Y. Sehinega H = End Y.

Tidak semua elenren H merupakan
automorfisme pada graf I buktinya:

Diperhatikan bre H, terdapat

l,3eY(Y), dan jelas l*30 sedemikian

sehingga bz{l) = bt(3'; =1. Sehingga b2
brrkan merupakan perne,taan injektif dan jelas
bukan merupakan pemetaan b{ektif, Jadi
terdapat elemen H yang bukan merupakan
arltomorfismg sehinggal/ * Ats Y.

G
o gr crz Q3 a4

ar a1 g2 c3 Q4

g2 a2 ar o1 Q3

a3 43 Q4 q a2

g4 a4 a3 g2 gr
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Jadi setiap elem€Nr
endomorfisme tetapi tidak
merupakan automorfisme.
Diperhatikan bahwa:

menryakan
elemen H

Ttbd 3.2-l Pasangari Sebarang
Titik-titikpada Oraf

pasrilgon
scmm titik-
titik graf Y
x,y eY(Y)

/  eEnd!
Sedenlkian

hingga

f{x)= v

I €EndY,
Sedcmikian

htngg{

E(y) = x
0,0 br b2
0,t b6 bs
0r2 b8 b7

0r3 bB b6

1.1 bl b2
1,2 b3 bs
1,3 b1 bn
2,2 bl b2
2,3 b3 b7

3,3 br bs

Dari tabel di atas, dryat diketatrui bahwa
urrtuk setiap pasang semua titik-titiknya
rc,I €Y(n, hrdapat pemetaan f ,g e End Y,

sedemikian hingga f(x)=y dm g(y)=x.
Jadi graf Y merupakan graf verteks-simetri
lemah.
Diperhatikan bahwa :

Tabel 3.2.2 Pasangan Sebarang
Graf Y

Patangen
semua

grriq"Fris
grafY

r,s eY(Y)

/eEndY,
$edcmikian

hingg*
f (r)=s

g €End Y,
Sedcmilnen

htryga
8(s) = r

Q,Q br b2

arb b7 b8

arc bE bfi

€trd b4 b2
dr€ b3 b7

b,b br b2

b,c b3 b4

b,d bs b7

bre b6 b8
C,C br b3

crd bn bi l

Ct€ b7 bs

d,d b1 b5

d,e b3 b3

€r8 br b4

Dari tabel di atas, dapat dilihd bahwa
untuk setiap pasang gads r,s e E(n,

terdapat -f ,ge End Y, sede,rrikian hingga

f(r)= s dan 8(s) = r. Jadi graf Y
merupakan graf edge-simetri lemah.

Benlasarkan Definisi 3.2.4, dapat
disimpulkan bahwa graf Y bukan merupakan
graf simetri tetapi ms,rupakail graf simetri
lennah.

H
setiap
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KESIIUPUL\II
Dri pembahasm , dapat disimpulkan

bahwa:
l. Penerapan teori gup pada suatu graf

menghasilkan graf ysng dinamakan
sebrigai graf simetri

2. Penenpan teori semigrup pada suafir graf
mengbasilkan graf simeti lemah.
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